
Herbst 25 Themennummer 3 Aufgabe 4 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

Gegeben sei die 3× 3-Matrix

A =

−2 0 0
0 0 1
0 −1 0

 .

a) Bestimmen Sie für das lineare Differentialgleichungssystem x′(t) = Ax(t) diejeni-
ge Fundamentalmatrix Φ(t) für t ∈ R mit der Eigenschaft, dass Φ(0) die Iden-
titätsmatrix in R3×3 ist.

b) Geben Sie alle a ∈ R3 an, für die die Lösung xa : R → R3 des Anfangswertproblems

x′(t) = Ax(t), x(0) = a

periodisch ist.

Lösungsvorschlag:

a) Es gilt natürlich Φ(t) = exp(tA), was wir mit der Definition berechnen wollen. Es

gilt A2 =

(−2)2 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 und somit A2n =

(−2)2n 0 0
0 (−1)n 0
0 0 (−1)n

 sowie

A2n+1 =

(−2)2n+1 0 0
0 0 (−1)n

0 −(−1)n 0

 für alle n ∈ N. Also ist

exp(tA) =
∞∑
n=0

tnAn

n!
=

∞∑
n=0

t2nA2n

(2n)!
+

∞∑
n=0

t2n+1A2n+1

(2n+ 1)!

=


∞∑
n=0

tn(−2)n

n!
0 0

0
∞∑
n=0

(−1)nt2n

(2n)!

∞∑
n=0

(−1)nt2n+1

(2n+1)!

0 −
∞∑
n=0

(−1)nt2n+1

(2n+1)!

∞∑
n=0

(−1)nt2n

(2n)!

 =

e−2t 0 0
0 cos(t) sin(t)
0 − sin(t) cos(t)

 .

b) Es gilt xa(t) = exp(tA)a =

 a1e
−2t

a2 cos(t) + a3 sin(t)
a3 cos(t)− a2 sin(t)

 , was natürlich genau für a1 = 0

periodisch ist. Die gesuchten a sind also die Elemente von {(0, x, y) : x, y ∈ R}.
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