Herbst 25 Themennummer 2 Aufgabe 2 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

Sei f : C — C eine ganze Funktion. Sei d € {0,1,2,...}. Zeigen Sie, dass folgende Aussagen
dquivalent sind:

i) f ist ein Polynom vom Grad hochstens d.

ii) Es gibt ein C' > 0 mit |f(2)| < C(|]z|* + 1) fiir alle z € C.

Losungsvorschlag:

d
i) = ii): Wir finden ag,...,aq € C mit f(z) = > a;z7 und schitzen mit der Dreiecksun-
=0
d ‘ i’
gleichung |f(2)] < Y Jajl|z) < C"Y |2]¢ mit C' = max ]aj\ Fiir |z| < 1 gilt
.]:0 j:0 """
d d d
STz < Z = (d+ 1) und fiir |z| > 1 gilt Z |27 < ST 124 = (d + 1)|2]¢. Setzen
J=0 = J=0 J=0
wir C':= C”(d—i— 1) so gilt ii). Ist ndmlich z € C mit |2| < 1,s0 |f(2)] < C'(d+1) =
C <C(|z]7+1) und ist |z| > 1, so ist |f(2)] < C'(d + 1)|z|d Clz|? < C(|z] + 1).
ii) = i): Wir bestimmen £ (0) fiir n > d mit der Taylorformel. Es ist ™ (0) = 2 faBT(o an(i)l dz,
was sich mit der Standardabschétzung abschétzen lasst. Da die Kreislinie mit Ra-
dius » um 0 eine Lénge von 27r besitzt und nur komplexe Zahlen mit Betrag r

durchliuft, erhalten wir 0 < |f(™(0)| < Tn'I|Il‘aX ‘lf,,fi)l" < n!c(:jfl) = n!C(Td_I"—‘,-'r_”)'

Dies gilt fiir alle » > 0 und im Grenzwert r — oo konvergiert der letzte Term ge-
gen 0. Also folgt \f”( )| = 0 und somit f™(0) = 0 fiir n > d. Da f ganz ist,

d
gilt f(z) = Z f o = > %z" fir alle z € C, was ein Polynom vom Grad

n=0

hochstens d 1st
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