Herbst 25 Themennummer 1 Aufgabe 5 im Bayerischen Staatsexamen

Analysis (vertieftes Lehramt)

a) Es sei g : [0,00) — R differenzierbar und L > 0 mit ¢'(t) < —Lg(t) fir alle
€ [0, +00). Zeigen Sie, dass g(t) < g(0)e~ ™ fiir alle t € [0, 00).

Hinweis: Betrachten Sie die Funktion ¢ +— eltg(t).

b) Im Folgenden bezeichnet ||| die euklidische Norm und (-, -) das euklidische Skalar-
produkt des R".
Es seien D C R" offen mit 0 € D, f : D — R" stetig differenzierbar mit f(0) = 0.
Weiter seien a,b und ¢ positive Konstanten sowie V' : D — R eine Funktion derart,
dass

alz|* <V(e) <ble|®  wnd (gradV(z), f(z)) < —c|z|
fiir alle x € D. Zeigen Sie, dass es positive Konstanten «,n und K gibt, derart,
dass jede maximale Losung ¢ des Systems 2’ = f(x) mit ||¢(0)|| < n mindestens auf
[0, +00) existiert und dass
lo(t)|| < Ke™®*  fiir alle t > 0
gilt.
Hinweis: Wenden Sie Teil a) auf die Funktion V o ¢ an.
Losungsvorschlag:

a) Die Funktion aus dem Hinweis ist differenzierbar mit Ableitung ¢ — Le™g(t) +

€Ltg/

(t) < 0, also monoton fallend. Damit gilt g(t)el* < g(0)e® = ¢(0) fiir ¢ >

Multiplikation mit der positiven Funktion t — e~ liefert die Behauptung.

b) Da D offen ist und 0 enthélt, handelt es sich um einen inneren Punkt und es gibt
ein € > 0 mit ||z|| <e = 2z € D. Wir wéhlen ¢ := 5.
Sei ¢ eine Losung von ' = f(x) mit ||¢(0)| < d, wobei ¢ zumindest auf [0, )
mit ¢y > 0 definiert sei, was nach dem Satz von Picard-Lindel6f mdoglich ist. Wir
kénnen wegen der Stetigkeit der Losung tg > 0 so klein wéhlen, dass ||¢(t)|| < e auf
[0,t0) gilt. Sei ty € (0, 00] maximal gewéhlt, sodass ¢ auf [0, %) existiert und dort
beschrénkt gegen ¢ ist.
Wir betrachten fiir ¢ € [0,¢y) die Funktion g(t) := V(¢(t)), dann ist

§() = (TV(6(0), F(6(0) < —c o> < —SV(6(t) = ~Sg(0)

Mit L = € >0 2folgt aus a) ‘r/lunog(t) < g(0)e 1t - V(¢(0))e t auf [0,ty). Daraus
folgt 0 < (]2 < Lg(t) < L ete < b g(0)]2 e~

a

Wegen der Nichtnegativitdat des kleinsten Terms diirfen wir Radizieren und folgern

[0 < /% 116(0)]| % auf [0,1). Tnsbesondere gilt [lo(t)] < /% |6(0)]] auf
[0, ).
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die Existenz einer Losung ¢ von ' = f(z) auf [0,%,), wobei ¢ auf diesem Intervall
gegen ¢ beschrénkt ist und somit in D verlauft und ¢y maximal mit dieser Eigenschaft
gewahlt sei. (Ist ty die endliche Entweichzeit der Losung, so muss ¢ unbeschrankt
sein und wir koénnen ¢ty = min{t > 0 : ||¢(t)|| = ¢} wéhlen. Genauso konnen wir
vorgehen, wenn ¢ global definiert ist und ein ¢ > 0 mit ||¢(t)|| > ¢ existiert. Sonst

wihlen wir ¢y = 00.) Die Abschétzungen zeigen sogar ||¢(t)]| < \/g lp(0)]| < 6 und
lo(t)]] < Ke . Wire ty < oo so kénnten wir die Losung nach dem Satz von Picard-
Lindel6f iiber ¢y hinaus auf [0, sg) mit ty < s fortsetzen konnen und wiirden wegen

|o(t)|| <0 = 5 auf [0,%y) sogar eine Beschréanktheit gegen € auf [0, s9) gewéhrleisten
konnen. Dann wére £y aber nicht maximal gewesen, ein Widerspruch.

Wir wihlen 7 := min{1, \/} 6, K := \/gn,a =L =L Aus [|¢(0)]| < n < 6 folgt

J.F.B.



