Herbst 25 Themennummer 1 Aufgabe 3 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

Im Folgenden sei D := {z € C : |z| < 1} die offene Einheitskreisscheibe der komplexen
Ebene.

a) Essei f: D — D holomorph. Beweisen Sie, dass |f/(0)| < 1.

b) Es sei G C C ein einfach zusammenhéngendes Gebiet mit 0 € G. Untersuchen Sie
die Menge
M :={4'(0) : g : G — G holomorph mit ¢g(0) =0}

auf Beschranktheit und auf Offenheit.
Hinweis: Fallunterscheidung G = C und G # C. Fiir G # C beachte man a).

Losungsvorschlag:

a) Sei 0 <r < 1und v, : [0,27] — C,t > re. Nach der Taylorformel gilt 27i f/(0) =
f ;fil dz, was sich mit der Standardabschitzung abschétzen lasst: Wegen f(D) C D
istT f beschrankt gegen 1. Langs der Spur von 7, liegen nur Werte mit Betrag r. Also
gilt mit der Kurvenldnge 27r von +,, dass
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d. h. |f'(0)| < +. Da r € (0,1) beliebig gewihlt war, folgt |f'(0)| < 1{(1)f1) 1=1.

b) Fir G = C gilt M = C, da die Abbildungen g, : C — C,g,(2) = wz jeweils
holomorph mit g,,(0) = 0 und ¢’(0) = w sind. Also ist M offen und unbeschrénkt.
Fiir G # C existiert nach dem Riemannschen Abbildungssatz eine biholomorphe
Abbildung f : D — G mit f(0) = 0. Ist nun g : G — G holomorph mit g(0) = 0, so
ist h:= f~logo f:D — D holomorph mit h(0) = 0, also folgt |A/(0)] < 1 aus a).
Nun ist

R(0) = (f7) (g(£(0)) - ¢'((0)) - £/(0) = (f71)'(0) - ¢'(0) - '(0) = ¢ (0)

unter Verwendung von f(0) = 0 = ¢(0) und der Formel fiir die Ableitung der
Umkehrfunktion. Also ist |¢'(0)] < 1 fir jede holomorphe Funktion g : G — G mit
g(0) =0.

Fiir jedes w € D definiert g, : D — D, g,,(2) = wz eine holomorphe Abbildung mit
g.,(0) = w. Weiter ist g = f o g,, o f~! eine holomorphe Abbildung ¢ : G — G mit
g(0) = 0. Unter Verwendung des zuvor Gezeigten ist ¢’'(0) = ¢/,(0) = w.

Es gilt also M = D, was beschrinkt aber nicht offen ist.

J.F.B.



