Herbst 25 Themennummer 1 Aufgabe 1 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

a) Essei f:[0,1] — R stetig und

1
/\f(x)]” dr <1 fiir allen € N.

0

Zeigen Sie, dass | f(x)| <1 fiir alle x € [0,1].
Hinweis: Widerspruchsbeweis!

b) Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:

i) Geniigen f,g : R — R jeweils einer globalen Lipschitz-Bedingung, so erfiillt
auch die Funktion f o g eine globale Lipschitz-Bedingung.

ii) Es seien f,g : R — R stetig und f - g sei Lipschitz-stetig. Dann sind auch f
und ¢ Lipschitz-stetig.

Losungsvorschlag:

a) Angenommen dem wére nicht so, dann gibt es ein y € [0,1] mit |f(y)| > 1. Wegen
der Stetigkeit von f kann sogar 0 < y < 1 erreicht werden, da aus |f(0)| > 1 bzw.
|f(1)] > 1 auch |f(y)| > 1 auf einer Umgebung von 0 bzw. 1 folgt.

Sei also y € (0,1) mit |f(y)| > 1, dann gibt es zu € > 0 ein § > 0 mit |y — 2| <
0 = z€(0,1) und |f(2) — f(y)| <e = |f(2)] > |f(y)| — e =: c. Wéhlen wir
zum Beispiel € = %, so ist ¢ > 1.

Nun folgt fol |f(x)|"dx > fyyj; " = 26c" — oo fiir n — oo, weshalb fol |f(x)|"dz
nicht gegen 1 beschrankt sein kann. Aus Kontraposition folgt das Gewiinschte.

b) i) Esgibt Ly, Ly > 0 mit [f(2) — f(y)| < L¢le —y| und [g(z) — g(y)| < Lyg|z — y]
fiir alle 2,y € R. Also ist

[(fog)(x)—(fog) W)l =I1f(g9(x)) = flgW))] < Lyslg(x) — g(y)| < LyLglw —yl,

also ist auch f o g Lipschitz-stetig.

ii) Diese Aussage ist falsch, die Funktionen f(z) = 2% + 1 und g(z) = ﬁ liefern

ein Gegenbeispiel. Wére f Lipschitz-stetig, so wiirde |f/(z)| = lim %:;(y)‘ <
y%w

Ly folgen, aber f'(x) = 2x ist unbeschrankt. Dagegen ist f stetig und null-

stellenfrei, also ist auch ¢ stetig und das Produkt ist konstant, also erst recht

Lipschitz-stetig.

Alternativ: f = 0 und g stetig aber nicht Lipschitz-stetig, z. B. g(z) := /| z|.

J.F.B.



