Herbst 24 Themennummer 2 Aufgabe 3 im Bayerischen Staatsexamen

Analysis (vertieftes Lehramt)

Es sei

a)

b)

f:C\{0,1,2} = C

sin(z) 1 1
Z + exp —1
Z z—2 1—=z

Bestimmen Sie fiir jede der isolierten Singularititen von f den Typ und berechnen

Sie jeweils das Residuum.

Essei V := {0} U{z € C: |2 — 2| < i}. Zeigen Sie, dass die Einschrinkung f o
v

von f auf C\V eine Stammfunktion besitzt.

Losungsvorschlag:

a)

z = 0 : Wir verwenden Riemanns Hebbarkeitssatz um zu zeigen, dass z = 0
eine hebbare Singularitét ist. Das Residuum betragt dann insbesondere 0. Fiir
z # 0 gilt wegen der Potenzreihendarstellung der Sinusfunktion

sin(2) o~ (=D" ,,
T:Z(Qn—i—l)!z ‘

n=0

Dies definiert eine auf C konvergente Potenzreihe. Fiir 0 < |z| < % ist dies be-
schrankt und damit ist auch die Funktion f beschrankt, weil Z—i2 (exp (ﬁ) — 1)
auf dieser Menge holomorph ist. Nach Riemanns Hebbarkeitssatz ist z = 0 eine
hebbare Singularitdt und das Residuum durch 0 gegeben.

z = 2 : Dies ist ein Pol erster Ordnung. Ist (z,,),en eine Folge komplexer Zahlen
die gegen 2 konvergiert, so konvergiert | f(z,)| gegen ” %4_&0—1 = 00”, wobel
die uneigentlichen Grenzwertsétze und die Stetigkeit holomorpher Funktionen
und des Betrags benutzt wurden. Dagegen konvergiert f(z,)(z, — 2) gegen
sin(2)

== 0+e ' —1=e"—1 Dies zeigt, dass z = 2 ein Pol erster Ordnung ist

und das Residuum durch e=! — 1 gegeben ist.

z = 1 : Diese Singularitat ist wesentlich. Die Singularitét ist nicht hebbar, weil
f(1—1) gegen oo konvergiert, aber auch kein Pol, weil f(1+ 1) gegen sin(1)—1
konvergiert. Also ist die Singularitit wesentlich. Weil g(z) = ) ym 2 = 2
holomorph ist, gilt Res,(2) = 0. Wir entwickeln den zweiten Summanden in

eine Laurentreihe fiir [z — 1| < 5. Es gilt

(o)) i ()

==Y (21" <_n1!)n (z—1)""

Mit dem Cauchy-Produkt erhalten wir den Vorfaktor von (z — 1)~! durch
— > ED% — 1 —exp(—1). Dies ist das Residuum von —- (exp () — 1) und

| n! z—2
n—

von f, weil fiir zyg € C Resp,4n,(20) = Resp, (20) + Resp,(20) gilt.

1




b) Wir benutzen des Residuensatz. C ist offen und konvex. f ist holomorph bis auf

endlich viele Singularitéten. Sei v ein geschlossener Weg in C\V, dann besitzt 1 die
gleiche Windungszahl wie 2, weil die Verbindungsstrecke [1,2] in V' liegt. Nach dem
Residuensatz gilt fiir y nun [ f(z)dz = 27i(0-Indo(y)+Indi (y)(e ' —1+1—e1)) =
0, also ist das Wegintegral iiber jeden geschlossenen Weg 0.
Wir finden nun fiir z € C\V einen Weg ., dessen Spur in C\V liegt und der als
Anfangspunkt —1 und als Endpunkt z besitzt. Wir definieren F(z) = f% f(2)dz,
dies ist wohldefiniert, da fiir zwei verschiedene Wege v und I', mit Spur in C\V,
Anfangspunkt —1 und Endpunkt z gilt 0 = f'ﬂrfl“ f(z)dz = f,y f(z)dz — [ f(z)dz,
die Wegintegrale haben also denselben Wert. Sei nun z € C\V und § > 0 sodass fiir
h € C mit |h| < § die Verbindungsstrecke [z, z + h] C C\V erfiillt. Es gilt dann

1 1 1 [ h—Q
E(F(z—i—h) — F(2)) = E/[z,erh]f(Z)dZ = E/o f(z+th) hdz — f(z),

wenn man als Weg von —1 nach z+h den Weg von —1 nach z affin-linear fortsetzt.
Hierbei wurde die Stetigkeit von f benutzt, denn fiir alle € > 0, gibt ein § > 0 mit
|z —w| <d = |f(2) = f(w)| < e. Fiir |h| < § folgt |z + th — z| < ¢ fir alle
t € [0,1], also auch

/Olf(z+th)dt—f(z) S/Ollf(z+th)—f(z)|dz§/Olsdzza,

h—0

also %fol f(z+th) hdz = fol f(z+th) dz = f(z). Damit ist F' Stammfunktion
von f auf C\V.

J.F.B.



