Herbst 24 Themennummer 2 Aufgabe 2 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

a) Entscheiden Sie, ob die Funktion cos : C — C,z + cos(z) beschrinkt auf C ist.
Begriinden Sie Thre Antwort!

b) Uberpriifen Sie, in welchen Punkten z € C die Funktion f : C — C, f(z) = ZIm(z)
komplex differenzierbar ist.

c) Zeigen Sie, dass es keine holomorphe Funktion f : C — C gibt, mit

1
¥ (E) = - frﬂ fiir alle n € N.

Losungsvorschlag:

a) Die Funktion ist nicht beschrinkt. cos ist eine ganze Funktion, d. h. holomorph auf
C. Wire sie beschréinkt, so wire sie nach dem Satz von Liouville bereits konstant.
Es gilt aber cos(0) = 1 # 0 = cos(5). Damit ist die Funktion nicht konstant, also
auch nicht beschrankt.

b) Mit 2 = z + iy gilt f(z) = f(z + iy) = (x — iy)y = zy — iy*. Wir {iberpriifen die
Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen fiir u(z,y) = zy,v(z,y) = —y*. Es
muss gelten

Opu(z,y) =y = —2y = dyv(z, y),

was genau fiir y = 0 erfiillt ist und
oyu(z,y) =x Z0= —0u(z,y),

was genau fiir y = 0 erfiillt ist. Alle partiellen Ableitungen sind stetig und das
einzige z € C fiir das die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen gelten, ist
z=041-0=0. Damit ist f genau in 0 komplex differenzierbar.

¢) Angenommen es wiirde eine solche Funktion f existieren, dann wire sie bereits ein-
deutig bestimmt, weil C ein Gebiet ist und die Menge {+ : n € N} den Haufungspunks
0 € C besitzt.

1

Wir kiirzen den Bruch mit n? um die Gleichung f (%) = ﬁ fir alle n € N
zu erhalten. Wir sehen, dass die Funktion ¢g : C\{—i,i} — dg(z) = 13 eine

holomorphe Funktion ist, die obige Figenschaft hat. f wére jetzt eine holomorphe
Fortsetzung von g auf C (eindeutig bestimmt !) also wiren beide Singularitidten von
g hebbar. Dies ist aber nicht der Fall, weil die Folge z, = ¢ + % gegen ¢ konver-
giert und |g(z,)| gegen oo konvergiert, d. h. g ist um ¢ unbeschrankt und i ist keine
hebbare Singularitidt. Also kann es so ein f nicht geben.

J.F.B.



