Herbst 24 Themennummer 1 Aufgabe 2 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

kurze Begriindung oder ein Gegenbeispiel an.

2 € C\{0} gilt.

f(U) C C offen.

Ebene.)

Geben Sie jeweils an, ob die folgende Aussage richtig oder falsch ist, und fiithren Sie eine
a) Es gibt eine holomorphe Funktion f : C\{0} — C, so dass e/*) = 2 fiir alle
b) Sei U C C offen und f : U — C holomorph und nicht konstant, dann ist das Bild

c) Es gibt keine holomorphe Funktion f : D — C mit |f(z)| = sin(n|z|) fur alle z € D.
(Hier ist D = {2z € C : |z| < 1} die offene Einheitskreisscheibe in der komplexen

Losungsvorschlag:

a) Diese Aussage ist falsch. Gébe es eine solche Funktion, so miisste nach dem Satz
iiber implizite Funktionen oder durch direktes Differenzieren f'(z)ef*) = 1, also
wegen der Voraussetzung auch f'(z) = 1 fiir alle z € C\{0} folgt, d. h. f wiire
Stammfunktion von i Dies ist aber unmoglich, weil

1 2
/—dz:/ idt =271 #0
v # 0

gilt, wobei 7 : [0,27] — C,~(t) = €' ist und Wegintegrale {iber geschlossene Kurven
von Funktionen, die eine Stammfunktion besitzen, verschwinden miissen.

b) Diese Aussage ist falsch. Wir betrachten U := {z € C : (z) # 0}. Diese Menge ist
offen (Urbild der offenen Menge R\{0} unter der stetigen Realteilabbildung) und
die Funktion

-1, R(2)<0

f(z) = sgn(R(z)) = { L R >0

Diese ist lokalkonstant und damit holomorph aber nicht konstant. Das Bild ist ge-
geben durch {—1,1} und damit nicht offen (fiir kein € > 0 liegt 1 + ¢ im Bild).
Bemerkung: Wire die Voraussetzung gewesen, dass f auf keiner Zusammenhangs-
komponente von U konstant ist, so wére die Aussage genau der Satz von der offenen
Abbildung und damit wahr gewesen!

c) Diese Aussage ist wahr. Angenommen es gibe eine holomorphe Funktion f mit
obigen Eigenschaften. Die Menge D ist ein Gebiet (offen und zusammenhéngend)
und f darauf holomorph. Der Punkt zg = § liegt in D und erfiillt | f(z)| = sin(3) =
1 > sin(w|z|) = |f(2)| fir alle z € D, weil die Sinusfunktion auf der reellen Achse
betragsmifig durch 1 beschréankt ist. Nach dem Maximumsprinzip muss f konstant
sein, aber f(0) = 0 # 1 = f(zp). Dies liefert einen Widerspruch und eine solche
Funktion existiert nicht.

J.F.B.



