Herbst 23 Themennummer 3 Aufgabe 3 im Bayerischen Staatsexamen

Analysis (vertieftes Lehramt)

a) Es sei
f RxR—R, f(tz)=tlog(l+ 2*)+t*cos(x).

Zeigen Sie: Jede maximale Losung von 2/ = f(t,z) hat R als Definitionsbereich.

b) Bestimmen Sie alle r > —2023, so dass folgende Aussage gilt: Jede beschriankte
holomorphe Funktion f : {z € C: |z —i| > r} — C ist konstant. Begriinden Sie

Thre Antwort.

Losungsvorschlag:

a)

Wir beobachten zuerst, dass

(log(1 +4%))" = %

fur alle x € R. Es ist lim,_, 4 % = 0, da der Nennergrad hoher als der Zahlegrad
ist. Damit muss R 3 x — 1i”; s beschrénkt sein, denn man kann wegen der Grenz-

werteigenschaften ein R > 0 wéhlen, sodass ‘1?&2‘ < 1 fur alle R\ [-R, R] gilt.
Auf [—R, R] ist die Funktion, da sie stetig ist, aufgrund des Satzes von Weier-
straf beschrinkt. Es sei L diese obere Schranke von R 3 2 — —22.. Dann gilt fiir

1+z2°
(t,z) e R x R:

2s
1+ 52

/Lds
0

< |t|L|z| + 12

ds + t* cos(z)

|tlog(1 + 2®) + t* cos(z)| = ‘t/ox

< |t +t2\cos(x)|

Die Strukturfunktion ist also linear beschrénkt. Sie ist offensichtlich stetig und lokal
Lipschitz stetig (, da sie C" ist). Aus den bekannten Resultaten der Differentialglei-
chungstheorie folgt nun das gewiinschte Resultat.

Fiir » € [—2023,0) ist f auf ganz C definiert. Dann greift der Satz von Liouville,
dass Beschrinktheit von f impliziert, dass f konstant ist.

Ist » = 0, so wird der Definitionsbereich von f zu C\ {i}. Wir nehmen weiter
an, dass f beschrinkt ist. Dann kann man f nach dem Riemannschen Hebbar-
keitssatz zu einer ganzen Funktion f : C — C fortsetzen. Diese ist beschriinkt, da
f(C) = f(C)U{f()} und f(C) nach Annahme beschréinkt ist. Damit ist f nach
dem Satz von Liouville konstant. Damit ist auch f konstant.

Ist > 0, so kénnen wir etwa die holomorphe Funktion f(z) := - fiir alle
z € {z € C:|z—i| >r} betrachten. Dann ist fiir solche z:

1
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1
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Damit ist f beschrankt. f ist aber offenbar nicht konstant.

Die gesuchten r sind also alle r € [—2023, 0].
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