Herbst 23 Themennummer 3 Aufgabe 1 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

Gegeben sei das ebene Differentialgleichungssystem

2=yl —a?),
Yy =—x(l-y?).

a) Bestimmen Sie ein erstes Integral fiir dieses System, d.h. eine nicht-konstante Funk-
tion H : R* — R, die entlang jeder Lésungskurve ¢ — (x(t), y(t)) konstant ist

b) Entscheiden Sie, ob die Ruhelage in (0, 0) stabil, asymptotisch stabil beziehungsweise
instabil ist. Begriinden Sie jeweils Thre Antwort.

¢) Neben dem Ursprung besitzt dieses System vier weitere Ruhelagen. Bestimmen Sie
eine davon und diskutieren Sie deren Stabilitdtseigenschaften.

Losungsvorschlag:

a) Eine derartige Abbildung H erfiillt
O H (z,y)y(1 — %) — OyH (x,y)x(1 — y?) =0

fiir alle (z,y)" € R2, falls sie differenzierbar ist. Etwa kann man 9, H (z,y) = x(1 —
y*) und 9, H (x,y) = y(1 — 2*) ansetzen. Integrieren und vergleichen gibt H(z,y) =
1 (2% + y* — 2%y?) fiir alle (z,y)" € R? als mogliche Wahl.

b) Es sei H wie in a). Man berechnet

2 2

VH(z,y) = (Z((i _ iQ%) ,  Hess(H)(z,y) = <(1—2a:yy) 1 EZ‘%) )
10
0 1
liest man leicht am doppelten Eigenwert 1 ab). Damit ist (0,0)" ein striktes lokales
Minimum von H. Nach a) ist H entlang von Losungskurven konstant. Damit ist H
eine Lyapunov-Funktion der Ruhelage. Wir folgern Lyapunov-Stabilitit von (0,0)".

Damit ist VH(0,0) = 0 und Hess(H)(0,0) = ( - also positiv definit (das

Aber: Die Ruhelage ist nicht asymptotisch stabill Wire dem so, dann gébe es
g € R?\ {0} sehr nahe an 0 und eine Losung (z,y)" : [0,00) — R2, sodass
die folgenden drei Bedingungen gelten:

lim ((t),y(t)) =0

t—o0

H(2(t),y(t)) = H(zo, 1) #0 ¥t € [0,)
Die zweite Bedingung folgt aus a). Lésst man jetzt in dieser zweiten Bedingung
t — oo laufen, dann konvergieren x(t) und y(t) beide gegen 0 (erste Bedingung)

und damit mit der Stetigkeit von H auch limy_, H (z(t),y(t)) = 0. Das ist ein
Widerspruch zur zweiten Bedingung.



c) Essei f:R?* — R? durch

fiir alle (z,y)" € R? definiert. Also ist

[ —2zy 1-—2?
Df(x,y)— (y2_1 293y )

fiir alle (z,y)" € R2.
Eine Ruhelage des Systems ist (1,1)7. Esist Df(1,1) = (_02 g

sich die Eigenwerte 2 und —2 von Df(1,1). Da —2 < 0, ist die Ruhelage (1,1)"
nach den bekannten Resultaten iiber die Linearisierung instabil.

) . Daraus ergeben
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Abbildung 1: Richtungsfeld mit ausgewéhlten Losungskurven; Die besprochenen Ruhela-
gen sind rot eingezeichnet
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