Herbst 23 Themennummer 2 Aufgabe 1 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

Fiir a € \{i, —i} betrachten wir die holomorphe Funktion

1
(22+1)(z—a)

fo:C\{i,—i,a} — C, fi.(2)=

a) Berechnen Sie die Residuen von f, an den Polstellen i, —i und a und zeigen Sie,
dass Thre Summe den Wert 0 hat.

b) Es sei

ra:{,” I wm,mz}.

1—a 1+ a
Zeigen Sie: Fiir jeden geschlossenen Integrationsweg v in C \ {i,—i,a} gilt
f,y fa(2) dz € T,,.

¢) Berechnen Sie [, fu(2) dz fiir den Fall Im(a) > 0. (Die Existenz des Integrals brau-
chen Sie nicht nachzuweisen.)

Losungsvorschlag:

a) Man berechnet:

tim u(2)(= = a) = lim = = - = Resa(£)
: N (z—1) 1 __ 1 e
i fo(2) = =) = e e = " M e —e 2= sl
. N — Tim (z+1)
Jim, fa(2)(z +1) = Jim, (22+1)(z —a)
= lim ! = ! = Res_(fa)

=i (z—1)(z—a) (=2i)(—i—a)
Ferner gilt:

1 1 1
a?+1 * 2i(i — a) + (—2i)(—i — a)
S @i —ai g BT AR —a)

+ (a® +1)(—2i)(—i — a) + (a® + 1)2i(i — a))

Resa(fa) + Resi(fa) +Res_i(fa) =

1 2
NS e S
(=2i)(~ia® =i — a® = a) + (2i)(a% — a* +i — a))
B : (4a® +4

(a® +1)2i(—2i)(i — a)(—i — a)
—2a” — 2+ 2ia® + 2ia — 2a® — 2ia® — 2 — 2ia)
=0



) Geméfl Residuensatz kann man fiir v wie in der Aufgabenstellung berechnen:

/fa dz = 2mi (Resa(fa)lnda(v) + Res;(fo)Ind;(v) + Res_i(fa)lnd_i(v))

— o (a2 1+ -Ind, (7) + Mi—l_a)lndi(w + mlnd_i(”ﬁ)
(1)

Aus a) folgt:
1 1

a2+1  2i(i—a) (=2i)(—i—a)
Dann schreibt man (1) um:

(1) :27m'( (—22_(2,1_ e 22)(1_ a)) Ind,(v)

1 1
+ mlndl(ﬁ) + mlnd_z(’y)>

= —— (~Ind,(3) + Indi (7)) + —— (Ind, (3) — Ind;(7))

71—

(~Inds(3) + Indi(7)) + = (~Inda(7) + Indy(7))

1 —a
Dadurch, dass die Windungszahlen ganze Zahlen sind, kann man f,y fa(z) dz € T,
sofort ablesen.

c¢) Fiir r > 0 betrachten wir die Wege ~, : [-r,7] = R, p, : [0, 7] — C, die durch

V() =1,  p(t) = rexp(it)

fir ¢t € [0, 7] gegeben sind. Weiter sei 7, := =, @ p, fir » > 0 der entsprechend
zusammengesetzte Weg. Dann gilt:

() dz = / f(2) dzt [ fu(z) de = /_ ") det [ L) de @)

Wir betrachten zunéchst fiir » > 0 sehr grol und wenden die umgekehrte Dreiecks-
ungleichung an:

/ﬂ RZCRE

irexp(it)
(r2exp(2it) + 1)(r exp(it) — a)

dt‘

T r
B /0 |72 exp(2it) + 1||r exp(it) — al dt
T r
< dt
/0 (r? = 1)(r — |al)

r r—o0

e D —Ja)

Weiter ist nach Residuensatz (man beachte, dass a wegen Im(a) und ¢ in dem von
n, eingeschlossenen Bereich liegen):

/ fa(z) dz = 2mi (Resa(fa) - Resi(fa))

= 2ri (1 _:az + (22')(:—@))




Setzt man diese Formeln in (2) ein und betrachtet dann den Grenziibergang r — oo,

dann gilt:
. 1 1
271 (1 s + @i = a)) = /Rfa(Z) dz

(JR)



