
Herbst 23 Themennummer 2 Aufgabe 1 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

Für a ∈ \{i,−i} betrachten wir die holomorphe Funktion

fa : C \ {i,−i, a} −→ C, fa(z) =
1

(z2 + 1)(z − a)
.

a) Berechnen Sie die Residuen von fa an den Polstellen i, −i und a und zeigen Sie,
dass Ihre Summe den Wert 0 hat.

b) Es sei

Γa =

{
π

i− a
· k +

π

i+ a
· ℓ : k, ℓ ∈ Z

}
.

Zeigen Sie: Für jeden geschlossenen Integrationsweg γ in C \ {i,−i, a} gilt∫
γ
fa(z) dz ∈ Γa.

c) Berechnen Sie
∫
R fa(z) dz für den Fall Im(a) > 0. (Die Existenz des Integrals brau-

chen Sie nicht nachzuweisen.)

Lösungsvorschlag:

a) Man berechnet:

lim
z→a

fa(z)(z − a) = lim
z→a

1

z2 + 1
=

1

a2 + 1
= Resa(fa)

lim
z→i

fa(z)(z − i) = lim
z→i

(z − i)

(z2 + 1)(z − a)
= lim

z→i

1

(z + i)(z − a)
=

1

2i(i− a)
= Resi(fa)

lim
z→−i

fa(z)(z + i) = lim
z→−i

(z + i)

(z2 + 1)(z − a)

= lim
z→−i

1

(z − i)(z − a)
=

1

(−2i)(−i− a)
= Res−i(fa)

Ferner gilt:

Resa(fa) + Resi(fa) + Res−i(fa) =
1

a2 + 1
+

1

2i(i− a)
+

1

(−2i)(−i− a)

=
1

(a2 + 1)2i(−2i)(i− a)(−i− a)

(
2i(i− a)(−2i)(−i− a)

+ (a2 + 1)(−2i)(−i− a) + (a2 + 1)2i(i− a)
)

=
1

(a2 + 1)2i(−2i)(i− a)(−i− a)

(
4(a2 + 1)

(−2i)(−ia2 − i− a3 − a) + (2i)(a2i− a3 + i− a)
)

=
1

(a2 + 1)2i(−2i)(i− a)(−i− a)

(
4a2 + 4

− 2a2 − 2 + 2ia3 + 2ia− 2a2 − 2ia3 − 2− 2ia
)

= 0
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b) Gemäß Residuensatz kann man für γ wie in der Aufgabenstellung berechnen:∫
γ

fa(z) dz = 2πi
(
Resa(fa)Inda(γ) + Resi(fa)Indi(γ) + Res−i(fa)Ind−i(γ)

)
= 2πi

(
1

a2 + 1
Inda(γ) +

1

2i(i− a)
Indi(γ) +

1

(−2i)(−i− a)
Ind−i(γ)

)
(1)

Aus a) folgt:
1

a2 + 1
= − 1

2i(i− a)
− 1

(−2i)(−i− a)

Dann schreibt man (1) um:

(1) = 2πi

((
− 1

2i(i− a)
− 1

(−2i)(−i− a)

)
Inda(γ)

+
1

(2i)(i− a)
Indi(γ) +

1

(−2i)(−i− a)
Ind−i(γ)

)
=

π

i− a
(−Inda(γ) + Indi(γ)) +

π

−i− a
(Inda(γ)− Indi(γ))

=
π

i− a
(−Inda(γ) + Indi(γ)) +

π

i+ a
(−Inda(γ) + Indi(γ))

Dadurch, dass die Windungszahlen ganze Zahlen sind, kann man
∫
γ
fa(z) dz ∈ Γa

sofort ablesen.

c) Für r > 0 betrachten wir die Wege γr : [−r, r] → R, µr : [0, π] → C, die durch

γr(t) := t, µr(t) := r exp(it)

für t ∈ [0, π] gegeben sind. Weiter sei ηr := γr ⊕ µr für r > 0 der entsprechend
zusammengesetzte Weg. Dann gilt:∫

ηr

fa(z) dz =

∫
γr

fa(z) dz +

∫
µr

fa(z) dz =

∫ r

−r

fa(z) dz +

∫
µr

fa(z) dz (2)

Wir betrachten zunächst für r > 0 sehr groß und wenden die umgekehrte Dreiecks-
ungleichung an:∣∣∣∣∫

µr

fa(z) dz

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ π

0

ir exp(it)

(r2 exp(2it) + 1)(r exp(it)− a)
dt

∣∣∣∣
=

∫ π

0

r

|r2 exp(2it) + 1||r exp(it)− a|
dt

≤
∫ π

0

r

(r2 − 1)(r − |a|)
dt

= π
r

(r2 − 1)(r − |a|)
r→∞−→ 0

Weiter ist nach Residuensatz (man beachte, dass a wegen Im(a) und i in dem von
ηr eingeschlossenen Bereich liegen):∫

ηr

fa(z) dz = 2πi
(
Resa(fa) + Resi(fa)

)
= 2πi

(
1

1 + a2
+

1

(2i)(i− a)

)
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Setzt man diese Formeln in (2) ein und betrachtet dann den Grenzübergang r → ∞,
dann gilt:

2πi

(
1

1 + a2
+

1

(2i)(i− a)

)
=

∫
R
fa(z) dz

(JR)
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