Herbst 23 Themennummer 1 Aufgabe 3 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

Essei F': R — (0, 00) eine stetig differenzierbare Funktion, die periodisch mit der Periode
w > 0 ist. Zeigen Sie:

a) Die maximalen Losungen der autonomen Differentialgleichung ' = F(z) sind auf
ganz R definiert.

b) Jede maximale Losung x : R — R von 2/ = F(z) ist streng monoton steigend, nach
oben und unten unbeschrankt und surjektiv.
Zum Nachweis der Unbeschrdinktheit kénnen sie z.B. indirekt argumentieren oder
auch das Wachstum von x geeignet abschdtzen.

¢) Fiir jede maximale Losung z : R — R von 2’ = F(x) existiert eine Konstante b > 0
mit z(t + b) — z(t) = w fir alle t € R

Losungsvorschlag:
a) Wegen der Periodizitét ist

max|F(x)| = max}\F(x)|.

T€R z€[0,w

F ist stetig und damit muss wegen der Kompaktheit von [0, w] der Ausdruck max,¢jo .| F()]
endlich sein. Damit ist F' beschrankt und die Existenz der Losungen auf R folgt aus
der Standard-Theorie.

b) Dass x steigt folgt direkt daraus, dass F(y) > 0 fiir alle y € R und 2/ = F(z). Wie
in a) kann man argumentieren, dass es .,z € [0,w| gibt, sodass

min F'(z) = F(z,) >0, maxF(z) = F(x;) > 0.
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Dann kann man abschétzen:
z(0) + F(x,)t < x(0) + /t F(z(s)) ds = z(t) Vit >0
z(t) = x(0) + /t F(z(s)) ds < z(0) + F(z,)t vVt <0

Bei t — oo in der ersten Ungleichung und ¢ — —oo in der zweiten Ungleichung
sieht man die Unbeschranktheit. Daraus, also aus lim; 4., 2(t) = +o0, folgt auch
sofort Surjektivitit, da mit der Grenzwerteigeschaft und dem Zwischenwertsatz (x
ist differenzierbar, also stetig!) alle Werte in R erreicht werden koénnen.

c) Esseit € R beliebig. Dann, da z streng monoton steigt mit lim,_,, x(s) = oo, gibt
es ein eindeutiges b(t) > 0, sodass z(t + b(t)) = z(t) + w.

Wir definieren die Abbildung G : R x R — R durch

G(a,r) =z(r+a) —z(r) —w



fiir alle (a,7) € R x R gegeben. Es ist G(b(t),t) = 0. Weiter ist
OGla,r)=2'(r+a)=F(z(r+a)) >0

fir alle (a,r) € R x R. Damit gibt es nach dem Satz iiber implizite Funktionen eine
offene Umgebung U von t, sodass U 5 s — b(s) differenzierbar ist (wenn man b(s)
als eindeutige Zahl definiert, sodass z(s + b(s)) = z(s) fiir s € U). Insbesondere ist
nach dem gleichen Satz

b(s) = oG (b(s),s) ' (s+b(s)) —2'(s) _ F(x(s+0b(s)))— F(x(s))
0G (b(s),s)  F(x(s+b(s))) F(z(s+b(s)))
Pl +w) =)
F(z(s +0(s)))

fiir alle s € U. Damit, da ¢ beliebig war, hdangt b(¢) nicht von ¢ ab und die Aussage
ist gezeigt.
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