3.3 Aufgabe 3

Aufgabe 3:
EsseiE:={z€C:|z] <1}, Hi={z€ C:Im(z) >0} und G:= H\{#y :y € (0,1]}.

(a) Geben Sie eine biholomorphe Abbildung f: H — C\[0,00) an.
(b) Zeigen Sie, dass die Abbildung g : H - E, z i—;—; biholomorph ist. |
(¢) Koustruieren Sie eine biholomorphe Abbildung ~ : G — E.
(14342 Punkte)

Zu (a)
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Wir behaupten, dass durch
f:H — C\[0,00] ; 2+ 22

eine biholomorphe Abbildung gegeben ist. Sei x + iy € H beliebig. Dann gilt y > 0. Wir nehmen an, es
wiirde

flz+iy) = 2° —y® + 2izy € [0, 00]

gelten. Dann muss 2zy = 0 gelten. Dies ist nur moglich, wenn = oder y gleich 0 ist. Da y > 0 gilt,
miisste somit = 0 sein. Dann wire —y? > 0, was allerdings unméglich ist. Somit ist f tatséichlich Eine
Abbildung

f:H — C\[0,00]
Wir miissen noch zeigen, dass die Abbildung bijektiv ist.

e Injektiv:
Seien w, z € H beliebig gegeben mit f(z) = f(w).

f2)=fw) = 2=vw?> = 0=22—w’=(z—w)(z+w) = z=woder z=—w
Wire z = —w dann wiirde gelten
0 < Im(z)=Im(—w)=—Im(w)
Jedoch gilt
Im(w) >0 = —Im(w) <0

Somit muss w = z gelten und die Injektivitéit ist gezeigt.
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o Surjektiv:
Jedes z € C\[0, oo hat eine Darstellung

z=|z|-€% fiir ein ¢ €]0, 27

Es gilt

VIzl €% = /]2] - <cos (g) + sin (g)) €EH
da 0 < ¥ < 7 und der Sinus auf ]0, [ positiv ist. Zudem gilt
f(V 7] -ei%) = |z| €% =2

Somit ist auch die Surjektivitdt gezeigt.
Als bijektive, holomorphe Abbildung ist f biholomorph.
Zu (b)
Wir betrachten die Mobiustransformation

z+1

@:@%@;zr—) oo fir z=—i
1 fir z=00

i iy e C\{—i)

Diese ist eine biholomorphe Abbildung C — C und stimmt auf H mit der Funktion g iiberein. Somit gilt
g(H) = o(H)
R U {oo} ist eine verallgemeinerte Kreislinie und teilt C in die Zusammenhangskomponenten
H uwund H ={zeC:Im(z) <0}
Auch @(R U {oo}) ist eine verallgemeinerte Kreislinie. Sei € R beliebig, dann gilt

xr—1
T+

lp(2)] = =1 und () =1

Somit gilt ¢(R U {oo}) C OE und da ¢(R U {oo}) eine verallgemeinerte Kreislinie ist, gilt sogar die
Gleichheit. Somit besteht @\@(R U {oo}) aus den Zusammenhangskomponenten

E und {ze€C:|z|>1}

Wegen ¢(i) =0 € E gilt g(H) = ¢(H) = E. Somit ist g eine biholomorphe Abbildung H — E.
Zu (c)

wmal

i > Reld
b= \'\\ \N qeJo1
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Wir schrinken die Abbildung f auf G ein. Dann gilt

F(G) = F(H\{iy sy €0,11)) 2 F(E)\f({iy : y €]0,1]})

Wobei (%) aufgrund der Bijektivitéit gilt. Zudem gilt

F({iy -y €10,1]}) = {(iy)?* : y €]0,1]} = { —=¢* : y €]0,1]} = [-1,0]
Somit erhalt man

f(G) = C\[-1,00]
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Als Komposition von biholomorphen Abbildungen ist h := go f~! o T o f wieder eine biholomorphe
Abbildung h : G — E.
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