3.2 Aufgabe 2

Aufgabe 2:
Esseli k& N mit £ > 3.

(a) Zeigen Sie, dass das Integral

2 4
dt
/O 14-t¢

existiert.

(b) Weisen Sie nach, dass

Ty

=3 v
/0 14tk &= ksin (35}

. . ' . 2
Hinweis: Fin Kurvenintegral lings einer geschlossenen Kurve, die von 0 zu R und R e*
und dann zuriick zu 0 geht, kénnte helfen.

(145 Punkte)

Zu (a)
Die Funktion

fe: [0,00[—= R; z+—

1+ zk
ist stetig und somit auf jedem kompakten Intervall integrierbar. Wir definieren
Tt
Fi: [0,00[—R; z+— —dt

dann ist Fj, monoton steigend, da der Integrand nicht-negativ ist. Sei nun x > 1, dann gilt

Tt Loy L Tt T dt 1
— _dt = — dt — dt<1 —dt <1 —=2-<2
/0 1+ tk /0 14tk +/1 1+ tk +/1 tk +/1 t2 x

Somit ist Fj, zudem nach oben schrankt. Daher existiert auch der Grenzwert

Tt ¢

T—00 z—00 Jq 1—|—tk

Zu (b)

Wir zeigen, dass die komplexen Nullstellen des Nenners gegeben sind durch
27 s’

N:{emT-ef :m € {0,....k—1}}

Da et eine primitive k-te Einheitswurzel ist, sind alle Elemente aus IV paarweise verschieden. Auflerdem

gilt
o N\ K
T T . .
<6mk . €k> em27m . e -1

so dass fiir jedes m € N tatsichlich eine Nullstelle des Nenners gegeben ist. Somit enthédlt N k-
verschiedene Nullstellen und da der Nenner ein Polynom von Grad k ist, ist IV somit tatséchlich die
Nullstellenmenge. Wir definieren

z
142k

f:C\N—>C;z—

Diese Funktion ist holomorph und jedes a € N ist eine isolierte Singularitdt von f. Sei nun r > 1, dann
definieren wir den Weg I', durch Hintereinanderausfithrung von I'y 1, ', o und I 3.
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1. T :[0,r] > C,t—t

2. Tp2:[0,25] = C , t — re’

3. -I'3:0,r] =C,t—t- e (Hinweis: Wir definieren die Inversion von I’ 3)

i

! re®

I, ist dann in C geschlossen und nullhomolog.Zudem gilt spur(I', )NN = (), so dass nach dem Residuensatz
folgt

f( )dz = 2mi Z res(f,a) - n(ly, a)

aeN

Fiir m e {1,...,k — 1} liegt e™*F . e in der unbeschrinkten Zusammenhangskomponente von C\N, so
dass die Umlaufzahl 0 ist. Aulerdem gilt
pi

n(lyer) =1

da es gegen den Uhrzeigersinn umlaufen wird. Somit erhélt man
f(2)dz = 27i - res(f, e%)
AuBlerdem gilt

/ f(z)dz + f(z)dz — / f(z)dz
I Iy —I'v3

27

/ / o T dt+ f(2)d
— € z)dz
0 1+tk 0 1+( 27)’“ Lo

. '
t—e;v"- —dt + z)dz
/0 14tk /0 14tk me()

(1-¢'F) / dt+/ F(2)d
= — € . _— z zZ
o 1+1tk Tha
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Wir nun, dass der zweite Summand bei r — oo gegen 0 geht.

2rr rett 2T
dz| < L(T').2) - : Tyop=——- |t , —
’ me(z) z (Ty2) max{\f(z)] z € ,2} ’ max{‘1+rkek2t € [0 k]}
2nr r 2
== — it =
k maX{|1+rkek” clo. k ]}
* 2T 2
< -
< maux{rk_1 t €0, k: ]}

ko
2
%- L s 0dak>2

Wobei (%) aufgrund folgender Ungleichung gilt

|rkekit| —| = 1|‘ —rF_1

|T‘k€kit + 1| — |,rk:ekit _ (_1)’ >

Somit erhalt man
T

. pi 3 & i
2m-7“€8(fa€k)_rlggo Frf(z)dz—(l—ek)-rlggo o L+tk

dt

Das gesuchte Integral erhélt man daher durch

© ot 2mi i
[ —
o 1+t 1—e*x
Da e% eine einfache Nullstelle des Nenners und keine Nullstelle des Zahlers ist, handelt es sich um einen
Pol 1.0rdnung. Folglich erhélt man das Residuum durch
e% 1

pi
res(f,er) = - = -
( ) k(e%)kz—l (ke%)k—z

Es gilt
()2 = S T e S
Somit
2pi
pi €k
k —_ —
res(f,ex) :
Schliellich erhilt man
/°° t o 2w eF 2w 1 w1 o«
o L+t kg _ %k ok —2isin(¥)  ksin(¥)
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