2.5 Aufgabe 5

Aufgabe 5:

Konstruieren Sie eine nicht-konstante, stetig differenzierbare Funktion f: R?> — R? derart, dass
die Differentialgleichung @ = f(z) jeweils die folgenden Eigenschaften besitzt:

(a) Die Funktion E: R? = R, F(z) := «f + 23 ist eine Erhaltungsgrofie (ein erstes Integral) der
Differentialgleichung.

(b) Zusitzlich zu der Eigenschaft in (a) besitzt die Differentialgleichung die stationdren Losungen
(—1,0), (0,0), (1,0) und keine weitereu.

(c) Zusitzlich zu den Eigenschaften in (a) und (b) besitzt die Differentialgleichung zwei
Losungen 2. : R — R? mit

ELHQQ z:(t) = (1,0) = f,—l-}I—noo z_(t) und
Jim 2, (0) = (-1,0) = Jim (1)

Weisen Sie in jedem Aufgabenteil nach, dass die von Ihnen konstruierte Funktion f diese Kigen-

schaften tatsichlich besitzt.
(14243 Punkte)

Zu (a)

Die Funktion

fa:R2 5 R?; (x)%(y)
Y —x

erfiillt offensichtlich die gewiinschte Eigenschaft, da gilt
VE(z,y) - falz,y) = (22 2y) - (_y ) =0

Zu (b)
Ist
g:R2 SR

eine stetig differenzierbare Funktion, so ist auch

fy R SR @ - (_y:; gg(/fxyi)>

stetig differenzierbar und es gilt

VE(z,y) - folx,y) = (2 2y)- (—yw g gfjﬁ) -

so dass F weiterhin eine Erhaltungsgrofle ist. Setzt man
g:R2 SR ; (Zj) —y? + (22 — 1)?

so sind (—1,0), (0,0), (1,0) die einzigen Nullstellen und somit auch stationdren Losungen. Offensichtlich
gilt

£(0,0) = fo(—1,0) = £,(1,0) = (0 0)
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Wire y # 0, so hat der erste Eintrag keine Nullstelle, da gilt
V@ -1 >0 = PP+ (@ -1)2#£0 = y- (¥ + (" -1)?) #0
Somit muss y = 0 gelten. Aus der zweiten Zeile erhilt man
0=-2-(2°-1)% = z=0o0der (#? —1)? =0 = 2 € {0,+1}

Zu (c¢)

Wir behaupten, dass f; bereits die gewiinschten KEigenschaften erfiillt. Wir miissen zeigen, dass es
Losungen

24 :R—R? und z_:R— R?
gibt mit
m e ()= (L0)= lm o () uwnd lm ()= (~1,0)= lim 2_(1)

Da F eine Erhaltungsgrofe ist, hat die Differentialgleichung

Kreislinien als Niveaumengen
K, ={(z,y) € R? : 2% 4+ y% = r?} fiir jedes r > 0

Die Kreislinien bilden fiir 0 < r < 1 und r > 1 bereits Trajektorien der Differentialgleichung, da durch
keine stationdren Losungen zerlegt werden. K enthilt die stationéiren Punkte (41,0), weshalb K in
vier Trajektorien {(1,0)}, {(—1,0)} und in

K,={(zy) eR:22+4y> =1,y >0 und K_ = {(z,9) e R?: 2 + 9> = 1,y < 0}

zerlegt wird.

1 ‘\\Q\A\ = (g’

v

~

Vo). (2)

Diese werden im Uhrzeigersinn durchlaufen. Da K und K_ weder einpunktig noch geschlossene Kurven
sind, sind die beide Trajektorien zu injektiven maximalen Losungen. Diese bezeichnen wir mit

Ay Jag,bi[—= R bzw. A_:la_,b_[— R?
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Aufgrund der Wahl der Funktionen gilt

K+ = A_A,_ (]a+,b+[> bzw. K_=M_ (]a_,b_[>
Da K, von Ay im Uhrzeigersinn durchlaufen wird und die Funktion injektiv ist, muss gelten

(1,0) = lim Ay (¢) und (—1,0) = lim Ay (%)

t%b+ - t—}(l+
Wiére by < 0o, dann wére
F+()‘+) = {(th-‘r(t))t € [O’ b-‘r[} c [Ovb-i-[XKl

relativ kompakt in R x R?, was der Charakterisierung von A, als maximale Losung widerspricht, weshalb
by = oo gelten muss. Analog zeigt man ay = —oo. Insgesamt ist daher

Ay iR — R?

eine maximale Losung von

(1,0) = thm Ay(t) und (—1,0) :tlim Ax(t)
—00

——00

Analog geht man bei A_ vor.
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