
2.5 Aufgabe 5

Zu (a)

Die Funktion

fa : R2 ! R2 ;

✓
x

y

◆
!

✓
y

�x

◆

erfüllt o↵ensichtlich die gewünschte Eigenschaft, da gilt

rE(x, y) · fa(x, y) =
�
2x 2y

�
·
✓

y

�x

◆
= 0

Zu (b)

Ist

g : R2 ! R

eine stetig di↵erenzierbare Funktion, so ist auch

fb : R2 ! R2 ;

✓
x

y

◆
!

✓
y · g(x, y)
�x · g(x, y)

◆

stetig di↵erenzierbar und es gilt

rE(x, y) · fb(x, y) =
�
2x 2y

�
·
✓

y · g(x, y)
�x · g(x, y)

◆
= 0

so dass E weiterhin eine Erhaltungsgröße ist. Setzt man

g : R2 ! R ;

✓
x

y

◆
! y

2 + (x2 � 1)2

so sind (�1, 0), (0, 0), (1, 0) die einzigen Nullstellen und somit auch stationären Lösungen. O↵ensichtlich
gilt

fb(0, 0) = fb(�1, 0) = fb(1, 0) =
�
0 0

�
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Wäre y 6= 0, so hat der erste Eintrag keine Nullstelle, da gilt

y
2 + (x2 � 1)2 > y

2
> 0 =) y

2 + (x2 � 1)2 6= 0 =) y ·
�
y
2 + (x2 � 1)2

�
6= 0

Somit muss y = 0 gelten. Aus der zweiten Zeile erhält man

0 = �x · (x2 � 1)2 =) x = 0 oder (x2 � 1)2 = 0 =) x 2 {0,±1}

Zu (c)

Wir behaupten, dass fb bereits die gewünschten Eigenschaften erfüllt. Wir müssen zeigen, dass es
Lösungen

x+ : R ! R2 und x� : R ! R2

gibt mit

lim
t!1

x+(t) = (1, 0) = lim
t!�1

x�(t) und lim
t!�1

x+(t) = (�1, 0) = lim
t!1

x�(t)

Da E eine Erhaltungsgröße ist, hat die Di↵erentialgleichung

x
0 = fb(x)

Kreislinien als Niveaumengen

Kr = {(x, y) 2 R2 : x2 + y
2 = r

2} für jedes r > 0

Die Kreislinien bilden für 0 < r < 1 und r > 1 bereits Trajektorien der Di↵erentialgleichung, da durch
keine stationären Lösungen zerlegt werden. K1 enthält die stationären Punkte (±1, 0), weshalb K1 in
vier Trajektorien {(1, 0)}, {(�1, 0)} und in

K+ = {(x, y) 2 R2 : x2 + y
2 = 1, y > 0} und K� = {(x, y) 2 R2 : x2 + y

2 = 1, y < 0}

zerlegt wird.

Diese werden im Uhrzeigersinn durchlaufen. Da K+ und K� weder einpunktig noch geschlossene Kurven
sind, sind die beide Trajektorien zu injektiven maximalen Lösungen. Diese bezeichnen wir mit

�+ :]a+, b+[! R2 bzw. �� :]a�, b�[! R2
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Aufgrund der Wahl der Funktionen gilt

K+ = �+

✓
]a+, b+[

◆
bzw. K� = ��

✓
]a�, b�[

◆

Da K+ von �+ im Uhrzeigersinn durchlaufen wird und die Funktion injektiv ist, muss gelten

(1, 0) = lim
t!b+

�+(t) und (�1, 0) = lim
t!a+

�+(t)

Wäre b+ < 1, dann wäre

�+(�+) =
��

t,�+(t)
�
t
2 [0, b+[

 
✓ [0, b+[⇥K1

relativ kompakt in R⇥R2, was der Charakterisierung von �+ als maximale Lösung widerspricht, weshalb
b+ = 1 gelten muss. Analog zeigt man a+ = �1. Insgesamt ist daher

�+ : R ! R2

eine maximale Lösung von

x
0 = fb(x)

mit

(1, 0) = lim
t!1

�+(t) und (�1, 0) = lim
t!�1

�+(t)

Analog geht man bei �� vor.
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