2.4 Aufgabe 4

Aufgabe 4:
(a) Bestimmen Sie die Losung von

w’(t) —ut) =1t teR,
w(0) =0, w'(0)= 1.

(b) Essei g: R — R stetig differenzierbar. Zeigen Sie, dass fiir alle yo € (0,1) das Anfangswert-
problem

v =yly—g(y),
y(0) = %o
eine Losung y: [0,00) — R mit y(t) € (0,1) fiir alle ¢ € [0, 00) hat.
(343 Punkte)

Zu (a)
Wir 16sen zunéchst die homogene Differentialgleichung
u —u=0
Diese hat das charakteristische Polynom
2 —1=(z4+1)(z—1)
und somit die Nullstellen +1. Daher bilden
R-oR:t—e und RoR;t—et
ein Fundamentalsystem der homogenen Gleichung. Fiir die Funktion
pwR—=->R;t— —t
gilt
@ (t)=-1 und p’(t)=0
weshalb auch gilt
p(t) — pult) =t

gilt. Somit ist p eine partikuldre Losung. Somit hat jede Losung die Form

AMR—>R:t— —t+ae +be? mita,beR
Man erhélt

At) = —t+aet +bet = N0)=a+b
Nt)=—-1+ae' —be™" = N(0)=—-1+a—b

Somit muss gelten

O=a+0d
l=—14a-0b
Aus der ersten Zeile folgt a = —b. Setzt man dies in die zweite Zeile ein, so erhélt man

2=20 = a=1 = b=-1
Somit ist A gegeben durch
At)=—t4e —e!
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Zu (b)
Als Produkt von stetig differenzierbaren Funktionen ist

fiR—=Ry—yly—1)g(y)

stetig differenzierbar. Nach dem Satz von Piccard-Lindel6f hat somit fiir jedes ( € R das Anfangswert-
problem

eine eindeutige maximale Losung
Al —R
auf einem offenem Intervall mit 0 € I.. Offensichtlich sind durch
M:R=>R;t—=0 bzw. M:R—=>R;t—1
maximale Lésungen von
v =f(y) y(0)=0Dbzw. y(0)=1
gegeben. Sei nun ¢ €]0, 1] beliebig und ¢ die maximale Losung von
v =fy) y0)=¢
Wir behaupten, dass fiir jedes ¢ € I gilt
0<X(t) <1
Nehmen wir zunéchst an, es gébe ein s € I, mit
0> A¢(s)
dann gibt es nach dem Zwischenwertsatz ein tau € I mit
0= Ac(7)
Folglich sind A\g und A\; maximale Losungen des Anfangswertproblems
y =fly) y(0)=0
weshalb \g = A folgt. Wir erhalten den Widerspruch
0=20(0) = Ac(0) = ¢
weshalb unsere Annahme falsch war und
0 < Xc(t) furalletel
gelten muss. Nehmen wir nun an, es gébe ein s € I mit
Ac(s) =21
dann gibt es nach dem Zwischenwertsatz ein tau € I mit
L= X(7)
Folglich sind A1 und A\; maximale Losungen des Anfangswertproblems
v =fly) y0)=1
weshalb A\; = ¢ folgt. aufgrund der Eindeutigkeit Wir erhalten den Widerspruch
1= X (0) = A(0) = ¢
weshalb unsere Annahme falsch war und
Ac(t) <1 fiir alle t € I¢

gelten muss. Da A¢ beschriankt ist, muss I = R gelten. Durch Einschrinkung von \: auf die positive
Halbachse erhalten wir schliellich die gesuchte Funktion.
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