2.2 Aufgabe 2

Aufgabe 2:

Es sei

o son()

m 2z z

fz) =

(a) Bestimmen Sie alle isolierten Singularititen von f und jeweils deren Typ.
(b) Berechnen Sie
f(2)d=.

|zj=2
(442 Punkte)

Zu (a)
f ist nicht definiert, falls sin(z) = 0 gilt, also fiir z = krx fiir ein k € Z. Daher ist
Z2—T 1

+ zez

f:C\{kﬂ:kEZ}_)C;ZHsm(z)

holomorph mit den isolierten Singularitidten {k7 : k € Z}. Wir betrachten die Funktionen

flt(C\{kﬂ'ikEZ}—)(C;Z'—)% und fg:C\{O}%(C;zHei

da sich die Hauptteile der Laurentreihe addieren. Es gilt
lim |fi(z)] =00 fiir k € Z\{1}

z—km

Wegen
sin(kr) =0 und (sin)'(kn) = cos(km) = (—1)*

hat die Sinusfunktion bei k7 eine einfache Nullstelle. Somit existiert fiir jedes k € Z eine holomorphe
Funktion

h,:C—C
so dass gilt
Vz € C:sin(z) = hi(z) - (z —km) und  hg(km) #0
Fiir k£ # 1 gilt somit

T o e A L B
e T sin(z) T ok hp(2) | hp(km) | (—1)F

wobei (k) gilt wegen

cos(z) = d%: sin(z) = (h(2) - (z — lm))/ =N (2)- (z = km) + hp(2) = (=1)¥ = cos(kn) = hy(kn)

Somit hat f; bei k7 mit k # 1 eine Polstelle 1.0rdnung mit dem Residuum
Res(f1,kn) = (=1)*(k — )7

AuBerdem gilt

Z—m zZ—m 1 1
I = lim ——— = i = = =1
pars hiz) pue sin(z) e hi(z)-(z—=m)  hi(w)  cos(m)
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so dass f1 bei 7 eine hebbare Singularitdt hat. Die Funktion f; hat die Laurentreihe um den Punkt 0
1 11 <1,
Z - eXp <Z> :ZZEZ?:ZEZ
n=0 n=0

und somit eine wesentliche Singularitét bei 0, da % = 0 fiir jedes n € N. Der Koeffizient von % entspricht
dem Residuum, so dass gilt

1 1

Res(f2,0) = 3= 3

Wie bereits erwdhnt addieren sich die Hauptteile der Laurentreihen von f; und fs in jeder isolierten
Singularitit von f.

e Betrachte km mit k € Z\{0,1}
Da f5 dort holomorph ist, stimmt der Hauptteil von f mit dem Hauptteil von f; iiberein. Somit
hat auch f hier eine Polstelle 1.0rdnung mit

Res(f,kr) = (=1 (k — D)

e Betrachte 7
Hier ist fi hebbar und fs holomorph, weshalb auch f bei m hebbar ist und gilt

Res(f,m)=0

o (
Hier hat f; eine Polstelle 1.0rdnung mit

Res(f1,0) = —m

weshalb der Hauptteil der Laurentreihe von f; um 0 die Form

z

hat. Der Hauptteil von f um 0 hat dementsprechend die Form

somit liegt hier eine wesentliche Singularitdt vor und es gilt

1
Res(f,0) = —m + 5

Zu (b)
Definiere
[:[0,2n] = C; t s 2™
dann ist I in C geschlossen, nullhomolog mit
spur(D) N{km : k€ Z} =0

Nach dem Residuensatz gilt

* 1
/ f(z)dz = 2772'2 Res(f,km)-n(L', kr) = 2mi - Res(f,0) = 27ri( -7+ 2)
r keZ
Wobei (x) gilt, da k7 fiir |k| > 1 in der unbeschrinkten Zusammenhangskomponente von C\spur(T")

liegt, so dass die Umlaufzahl Null ist.
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