1.2 Aufgabe 2
Aufgabe 2:
Seien U :=C\{z€ C|Rez <0AImz=0} und V:=C\{z€ C|Re z=0AIm z < 0}.
(a) Konstruieren Sie eine biholomorphe Abbildung h: U — V.

1
(b) Konstruieren Sie eine Stammfunktion f: V — C der Funktion z +— — mit f(i) = i. Ent-
%
scheiden Sie, ob f eindeutig bestimmt igt.

d
(c) Sei~y: [0,1] ¢+ t+4icos(Gt). Berechnen Sie das komplexe Wegintegral ] —; sowie seinen
.}, &~
Real- und Imaginirteil.

(24-2+2 Punkte)

Wir skizzieren zunéchst die Mengen U und V.
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Zu (a)

Wir behaupten, dass folgende Funktion die gewiinschten Eigenschaften hat:
h:U—>V;Zr—>iz:e%-z

Wir miissen zunéchst zeigen, dass h(U) C V gilt. Driickt man die beiden Mengen in Polarkoordinaten

aus, dann haben sie die Form

U={re* r R pel-mal) wd V={re®ireRt pe] -2 )

Sei somit ein w = re? € U mit ¢ €] — 7, 7| beliebig, dann gilt fiir das Bild

T . - T 3
hw) =e2 -1’ =r- (379 €V wegen —g<g+¢<§

Somit ist die Abbildung wohldefiniert. Sie ist auch offensichtlich injektiv, da fiir beliebige w, z € U gilt

h(w)=h(z) = t-w=i-z = w=z

Zum Nachweis der Surjektivitit geben wir uns ein w = re'? € V mit ¢ €] — 3 37”[ beliebig vor. Dann

gilt

re®"2) e U und  h(re¥2)) = w



Zu (b)

V' ist offensichtlich offen. Zudem ist V sternférmig mit Sternpunkt ¢, so dass V ein einfach zusam-
menh#ngendes Gebiet ist und folglich hat die holomorphe Funktion

1
fV=Ciz— -
z
eine Stammfunktion. Wir definieren uns fiir jedes z € V den Weg
[,:0,1] >V;z—=i+(z—10)t

Somit erhalt man durch

d
F:VCiz—i+ &
r, w

die gesuchte Stammfunktion. Diese ist auch eindeutig bestimmt. Nehmen wir an, dass wir eine weitere
Funktion g mit diesen Eigenschaften haben, dann lésst sich g lokal in eine Potenzreihe um i entwickeln.
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g2) =S 0 gy
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Vergleicht man die Ableitung mit f’, dann sieht man

n n

%) (n)(,; o (n) (s
Son-d ,(” (z—i)" ' =g'(z) = 1 —f=Yn-1 ,(” (z— )"t = g™(i) = fO) firn > 1
n=1 : n=1 ’

Offensichtlich gilt auch f(i) = i = g(i), so dass die beiden Funktionen nach dem Identitdtssatz gleich
sind.

Zu (c)

Da F' eine Stammfunkion ist und mit dem holomorphen Logarithmus {ibereinstimmt, gilt

/ f(2)dz = F(5(1)) ~ F(5(0)) = F(1) ~ F(3) = Log(1) — Log(i) = Log(e") ~ Log(e¥) =~
Y



