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Gegeben sei die Funktion f: R - R; x —

a) Zeigen Sie, dass der Limes }%im ) OR f (x)dx existiert. Begriinden Sie, dass fauf R

uneigentlich Riemann-integrierbar ist.
b) Bestimmen Sie den Wert des Integrals ffooo f (x)dx mit Hilfe des Residuensatzes.

Geben Sie insbesondere Integrationspfade explizit an und weisen Sie nach, dass die Werte
der Kurvenintegrale gegen das entsprechende Integral konvergieren.

Zu a)

|f( )| = lelsm(x)l < x|

1+x? x—+oco

0 und fiir alle k € Z ist f als stetige Funktion auf dem kompakten

(k+1)m x sm(x) dx

Intervall [kn (k+1)n] 1ntegr1erbar daher ist ( f o ) eine alternierende Folge, die
keN

x2+1
wegen —( Y
Leibnizkriterium konvergiert die alternierende Reihe ( K= k( k+1)n%n(x) dx) und
T x4+1 nenN
. R xsm(x) (k+1)m x sin(x)
I%I_I)’Ic}o J-0 x2+1 Zk Of x%+1 dx.
—x sin(—x) R xsm(x) . R x sin(x)
Wegen f(—x) = oL = = f(x) existiert llm f dx 2}%1_{210 fo i dx.
Zub)

Esseieny;:[—R;R] » C;t - t, yy: [0;\/}_?] —»C;t>R+it,—y;:[-R;R] > C;t >t + iR,
—¥4:[0;VR] > C;t > —R + it und y ==y, + y, + y5 + 74 der geschlossene Weg, der durch
Anstiickeln dieser vier Wege entsteht.

£ L )

-R 1+x2 -R R 1+x2

iz g
= oo und llm(z —i)g(z) = l1£nz—+l =—

g:C\{£i} > C;z

deshalb hat g bei 1 einen Pol erster Ordnung mit Re51duum Res(g,i) = z_e' Fir R > 1 ist Spur(y) n
{£i} = 0, deshalb gilt fyg(z)dz = 27Ti(n(y, i)Res(g,i) + n(y,—i)Res(g, —i)) = 2mi (1 * i +
0 * Res(g, —i)) =

\/_(R+Lt)e‘(R+‘t) \/_|R+Lt||e‘(R“t)| _ (VR R2+t2 et
|f g(z)dz| |f 1+(R+it)? - 0 |[1+(R+it)?| il de = fO J(1+R2-t2)24(2Rt)?
VRVRZ+ _ VRZ+R _t VRZ+R
() < f 1+R2 dt " 14R2-R J-0 e~tdt < 1+R2—R\/}_? R0 0.

(*): firalle t € [0; \/}3] gilt: t2 <R; 1+ R>—t?>>1+R? — R;2Rt > 0, insbesondere
JA+R2—t2)2+ (2Rt)2>,/(1+R2—R)2=1+R?>—R




. VR (=R+it)e!R+iD) . | VRZ+R
Analog zeigt man |f_y4 g(z)dz| |f —1+( RAiD? dt| < - < TR vR 2 0.
R (t+LR)e‘(t+‘R) | [t+iR|e~R 2Re”
|f—V3 g(z)dz| |f R 1+(t+iR)2 - R J(1+t2 R2)2+(2tR)2 - f R [(1+t2- R2)2+(2tR)2 dt R-®

(*)R—>O, denn (*): |1 +t> — R?| > R* — R — 1 fiir |t| < VR und 2tR > 2R: fiir |t| = VR.

Somit giltn—i = lirn f g(2)dz = limf g(z)dz + limf g(z)dz + limf g(z)dz +
hrn f g(2)dz = 11m f 9(2)dz+0+04+0= hrn f

hmf fx)dx = llm fR xsm(x)d = I%I—Ero]o <Im (J'R xe! dx)) = lim (Im (%)) =§.
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