
H21T3A4 

Gegeben sei die Funktion 𝑓:ℝ → ℝ	; 𝑥 → ! "#$(!)
!!'(

 . 

a) Zeigen Sie, dass der Limes lim
)→+

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥)
,  existiert. Begründen Sie, dass f auf ℝ 

uneigentlich Riemann-integrierbar ist. 
b) Bestimmen Sie den Wert des Integrals ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥+

-+  mit Hilfe des Residuensatzes.  
Geben Sie insbesondere Integrationspfade explizit an und weisen Sie nach, dass die Werte 
der Kurvenintegrale gegen das entsprechende Integral konvergieren. 

 

 

Zu a) 

|𝑓(𝑥)| = |!||"#$(!)|
('!²

≤ |!|
('!² !→±+

2⎯⎯⎯4 0 und für alle k ∈	ℤ ist f als stetige Funktion auf dem kompakten 

Intervall [kπ; (k+1)π] integrierbar, daher ist 7∫ ! "#$(!)
!!'(

𝑑𝑥(1'()2
12 8

1∈ℕ
 eine alternierende Folge, die 

wegen !'52
(!'52)!'(

|sin(𝑥 + 𝑙𝜋)| ≤ !
!!'(

|sin(𝑥)|	𝑓ü𝑟	𝑥 ≥ 0 monoton gegen 0 konvergiert. Nach dem 

Leibnizkriterium konvergiert die alternierende Reihe 7∑ ∫ ! "#$(!)
!!'(

𝑑𝑥(1'()2
12

6
17, 8

6∈ℕ
 und 

lim
)→+

∫ ! "#$(!)
!!'(

𝑑𝑥)
, = ∑ ∫ ! "#$(!)

!!'(
𝑑𝑥(1'()2

12
+
17, . 

Wegen 𝑓(−𝑥) = -! "#$(-!)
(-!)!'(

= 𝑓(𝑥) existiert lim
)→+

∫ ! "#$(!)
!!'(

𝑑𝑥)
-) = 2 lim

)→+
∫ ! "#$(!)

!!'(
𝑑𝑥)

, . 

 

Zu b) 

Es seien 𝛾(: [−𝑅; 𝑅] → ℂ	; 𝑡 → 𝑡, 𝛾8: J0; √𝑅L → ℂ	; 𝑡 → 𝑅 + 𝑖𝑡, −𝛾9: [−𝑅; 𝑅] → ℂ	; 𝑡 → 𝑡 + 𝑖𝑅, 
−𝛾:: J0; √𝑅L → ℂ	; 𝑡 → −𝑅 + 𝑖𝑡 und 𝛾 ≔ 𝛾( ∔ 𝛾8 ∔ 𝛾9 ∔ 𝛾: der geschlossene Weg, der durch 
Anstückeln dieser vier Wege entsteht. 

∫ ! "#$(!)
('!!

𝑑𝑥)
-) = ∫ !	<=>?"#@

('!!
𝑑𝑥)

-) = 𝐼𝑚 7∫ !?"#

('!!
𝑑𝑥)

-) 8  

𝑔: ℂ\{±𝑖} → ℂ	; 𝑧 → A?"$

('A!
 ist holomorph mit lim

A→B
|𝑔(𝑧)| = ∞ und lim

A→B
(𝑧 − 𝑖)𝑔(𝑧) = lim

A→B

A?"$

A'B
= (

8?
 

deshalb hat g bei i einen Pol erster Ordnung mit Residuum 𝑅𝑒𝑠(𝑔, 𝑖) = (
8?

. Für R > 1 ist 𝑆𝑝𝑢𝑟(𝛾) ∩

{±𝑖} = ∅, deshalb gilt ∫ 𝑔(𝑧)𝑑𝑧	
C = 2𝜋𝑖a𝑛(𝛾, 𝑖)𝑅𝑒𝑠(𝑔, 𝑖) + 𝑛(𝛾, −𝑖)𝑅𝑒𝑠(𝑔,−𝑖)c = 2𝜋𝑖 71 ∗ (

8?
+

0 ∗ 𝑅𝑒𝑠(𝑔,−𝑖)8 = 2B
?

. 

f∫ 𝑔(𝑧)𝑑𝑧	
C!

f = f∫
()'BD)?"(&'"()

('()'BD)!
√)
, 𝑖	𝑑𝑡f ≤ ∫

|)'BD|F?"(&'"()F
|('()'BD)!|

√)
, |𝑖|	𝑑𝑡 = ∫

√)!'D!	?*(

G((')!-D!)!'(8)D)!
√)
, 	𝑑𝑡 ≤

(∗) ≤ ∫
√)!')	?*(

(')!-)
𝑑𝑡√)

, = √)!')	
(')!-) ∫ 𝑒-D𝑑𝑡√)

, ≤ √)!')	
(')!-)√𝑅 )→+

2⎯⎯4 0. 

(*): für alle 𝑡 ∈ J0; √𝑅L gilt: 𝑡8 ≤ 𝑅	; 	1 + 𝑅8 − 𝑡8 ≥ 1 + 𝑅8 − 𝑅	; 2𝑅𝑡 ≥ 0, insbesondere 
g(1 + 𝑅8 − 𝑡8)8 + (2𝑅𝑡)8 ≥ g(1 + 𝑅8 − 𝑅)8 = 1 + 𝑅8 − 𝑅 



Analog zeigt man f∫ 𝑔(𝑧)𝑑𝑧	
-C+

f = f∫
(-)'BD)?"(*&'"()

('(-)'BD)!
√)
, 𝑖	𝑑𝑡f ≤ ⋯ ≤ √)!')	

(')!-)√𝑅 )→+
2⎯⎯4 0. 

f∫ 𝑔(𝑧)𝑑𝑧	
-C,

f = f∫
(D'B))?"(('"&)

('(D'B))!
)
-) 𝑑𝑡f ≤ ∫

|D'B)|?*&

G(('D!-)!)!'(8D))!
𝑑𝑡)

-) ≤ ∫ 8)	?*&

G(('D!-)!)!'(8D))!
𝑑𝑡)

-) )→+
2⎯⎯4

(∗)
)→+
2⎯⎯4 0, denn (*): |1 + 𝑡8 − 𝑅8| ≥ 𝑅8 − 𝑅 − 1	𝑓ü𝑟	|𝑡| ≤ √𝑅 und 2𝑡𝑅 ≥ 2𝑅

,
!	𝑓ü𝑟	|𝑡| ≥ √𝑅. 

Somit gilt 2B
?
= lim

)→+
∫ 𝑔(𝑧)𝑑𝑧	
C = lim

)→+
∫ 𝑔(𝑧)𝑑𝑧	
C-

+ lim
)→+

∫ 𝑔(𝑧)𝑑𝑧	
C!

+ lim
)→+

∫ 𝑔(𝑧)𝑑𝑧	
C,

+

lim
)→+

∫ 𝑔(𝑧)𝑑𝑧	
C+

= lim
)→+

∫ 𝑔(𝑧)𝑑𝑧	
C-

+ 0 + 0 + 0 = lim
)→+

∫ D?"(

('D!
𝑑𝑡)

-)  und daher ist ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥+
-+ =

lim
)→+

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥)
-) = lim

)→+
∫ ! "#$(!)

!!'(
𝑑𝑥)

-) = lim
)→+

i𝐼𝑚 7∫ !?"#

('!!
𝑑𝑥)

-) 8j = lim
)→+

k𝐼𝑚 72B
?
8l = 2

?
. 

 


