
H21T3A3 

a) Zeigen Sie, dass 
 (2𝑡 + 2) + 4𝑥!𝑥" = 	0     (1) 
eine exakte Differentialgleichung ist. 
 

b) Berechnen Sie eine Lösung des Anfangswertproblems  
 (2𝑡 + 2) + 4𝑥!𝑥" = 	0; 	x(0) 	= 	1  (2) 
Geben Sie den maximalen Definitionsbereich D Ihrer Lösung an. 
 

c) Zeigen Sie, dass für jedes (τ, ξ) ∈ ℝ² und jede Lösung λ : I → ℝ von  
 (2𝑡 + 2) + 4𝑥!𝑥" = 	0		; 	𝑥(𝜏) 	= 	𝜉  (3)    
sowohl I als auch λ(I) beschränkt ist. 

 

 

Vorbemerkung: 

(2𝑡 + 2) + 4𝑥!𝑥" = 	0  hat die Form 𝑓(𝑡, 𝑥) + 𝑔(𝑡, 𝑥)𝑥" = 0 

 

Zu a) 

𝐹:ℝ# → ℝ	; (𝑡, 𝑥) → 𝑡# + 2𝑡 + 𝑥$ erfüllt 𝑔𝑟𝑎𝑑(𝐹)(𝑡, 𝑥) = ;%(',))+(',))<, also ist die 
Differentialgleichung exakt. 

 

Zu b) 

Für jede Lösung 𝜆: 𝐼 → ℝ des Anfangswertproblems (2)  ist 𝐹?𝑡, 𝜆(𝑡)@ = 𝐹(0,1) für alle t ∈ I 
konstant. 

Diese Gleichung liefert 𝑡# + 2𝑡 + ?𝜆(𝑡)@$ = 0 + 0 + 1, also 𝜆(𝑡) = A1 − 2𝑡 − 𝑡²! =

D?−1 + √2@?−1 − √2@
!

. Der Fall 𝜆(𝑡) = −A1 − 2𝑡 − 𝑡²!  ist ausgeschlossen, da 𝜆(0) = 1. Somit 

ist λ reellwertig auf F−1 − √2	;	−1 + √2G. 

 𝜆"(𝑡) = ,#,#'
$ -(.,#','")#! = ,#,#'

$/0(')1
# ist definiert nur auf ] − 1 − √2	;	−1 + √2[. 

Es gilt (2𝑡 + 2) + 4?𝜆(𝑡)@	!𝜆"(𝑡) = (2𝑡 + 2) + 4?𝜆(𝑡)@	! (,#,#')
$/0(')1

# = 	0.  

Daraus folgt: 𝜆: ] − 1 − √2	;	−1 + √2[	→ ℝ	; t → A1 − 2𝑡 − 𝑡²!  löst das Anfangswertproblem (2). 

Da |𝜆(𝑡)|
'→,.±√#
L⎯⎯⎯⎯⎯N∞ , lässt sich λ nicht weiter fortsetzen, sodass die Fortsetzung immer noch 

Lösung wäre. Somit ist λ die maximale Lösung. 

 

 



Zu c) 

Sei 𝜆: 𝐼 → ℝ eine beliebige Lösung von (3). Zu zeigen: I und λ(I) sind beschränkt. 

Es gilt 𝐹(𝑡, 𝜆(𝑡)) = 𝐹(𝜏, 𝜉). Daher ist 𝐺 ≔ {(𝑡, 𝜆(𝑡): 𝑡 ∈ 𝐼} ⊆ 𝐹,.({𝐹(𝜏, 𝜉)}). 

Mit 𝑝.: ℝ# → ℝ	; (𝑡, 𝑥) → 𝑡	und	𝑝#: ℝ# → ℝ	; (𝑡, 𝑥) → 𝑥	gilt: 𝐼 = 𝑝.(𝐺)	und	𝜆(𝐼) = 𝑝#(𝐺). 

 𝐹(𝑡, 𝑥) = 𝑡# + 2𝑡 + 𝑥$ = (𝑡 + 1)# + 𝑥$ − 1 ≥ −1	 ⟹ 𝐹,.({𝑐}) = ∅	𝑓ü𝑟	𝑎𝑙𝑙𝑒	𝑐 < −1 

	und	𝐹,.({−1}) = {(−1; 0)}	und	𝐹,.({𝑐}) = {(𝑡, 𝑥): (𝑡 + 1)# + 𝑥$ = 𝑐 + 1}	𝑓ü𝑟	𝑎𝑙𝑙𝑒	𝑐 > −1. 

D.h. (𝑡 + 1; 𝑥#) liegt auf der Kreislinie 𝜕𝐵√56.(0), somit ist 𝐹,.({𝑐}) beschränkt für alle c ∈ ℝ; 
insbesondere ist  𝐹,.({𝐹(𝜏, 𝜉)}) beschränkt, also auch G beschränkt. Und somit sind I und λ(I) 
ebenfalls beschränkt. 

 


