H21T3A3

a) Zeigen Sie, dass
Qt+2)+4x3x"=0 (1)
eine exakte Differentialgleichung ist.

b) Berechnen Sie eine Losung des Anfangswertproblems
2t +2) +4x3x' = 0; x(0) = 1 (2)
Geben Sie den maximalen Definitionsbereich D Threr Losung an.

c) Zeigen Sie, dass fiir jedes (1, §) € R? und jede Losung A : I — R von
t+2)+4x3x"'= 0; x(7) = & (3)
sowohl I als auch A(I) beschrankt ist.

Vorbemerkung:

(2t + 2) + 4x3x’ = 0 hatdie Form f(t,x) + g(t,x)x' =0

Zu a)

F:R? -5 R; (t,x) - t% + 2t + x* erfiillt grad(F)(t,x) = (;gg), also ist die

Differentialgleichung exakt.

Zub)

Fiir jede Losung A: 1 - R des Anfangswertproblems (2) ist F(t,A(t)) = F(0,1) fiiralle t € 1
konstant.

Diese Gleichung liefert t2 + 2t + (l(t))4 =0+0+1,also A(t) = Vi—2t—t2=

4\/(—1 + \/E)(—l — \/f) Der Fall A(t) = —V1 =2t —t?ist ausgeschlossen, da 1(0) = 1. Somit
ist A reellwertig auf [—1 -2 -1+ \/ﬂ

: -2-2t  _ -2-2t s
A(t) = oot a0m) ist definiert nur auf ] — 1 —v2; =1 + V2.

2-2t) _

Es gilt (2t + 2) + 4(A(1)) *X'(¢) = (2t +2) + 4(A()) 3 (( OF
Daraus folgt: 2:] — 1 - V2; —1+V2[ > R;t > V1 — 2t — t? Iost das Anfangswertproblem (2).

Da |A(t)] T\/)E oo , ldsst sich A nicht weiter fortsetzen, sodass die Fortsetzung immer noch
t-—1+

Losung wire. Somit ist A die maximale Losung.



Zuc)

Sei A: I = R eine beliebige Losung von (3). Zu zeigen: I und A(I) sind beschréinkt.

Es gilt F(t,A(t)) = F(z,§). Daherist G := {(t, A(t):t € I} € F71({F (1, &)}).

Mitp;:R?2 - R;(t,x) » tund p,: R? - R; (t,x) — x gilt: I = p;(G) und 2(I) = p,(G).
Ft,x) =t>+2t+x*=t+1)?+x*—-1>-1 = F1({c}) =0 firallec < -1

und F71({—1}) = {(-1; 0} und F71({c}) = {(t,x): (t + D? + x* = c + 1} fir allec > —1.

D.h. (t + 1; x?) liegt auf der Kreislinie dB z77(0), somit ist F~!({c}) beschrénkt fiir alle ¢ € R;

insbesondere ist F~1({F(t, &)}) beschriinkt, also auch G beschriinkt. Und somit sind I und A(I)
ebenfalls beschrinkt.



