H21T2A4

Seien T: R™ —» R™ und g: R™ — R stetig differenzierbare Funktionen. Im Folgenden bezeichnet
DT(x) die Jacobimatrix von T im Punkt x € R™. Ein kritischer Punkt von g ist ein Punkt, in dem der
Gradient verschwindet.

a) Zeigen Sie: Ist g o T eine konstante Funktion und hat g keine kritischen Punkte, so gilt
det(DT(x)) = 0 fiir alle x € R".
b) Zeigen Sie: Ist g ° T eine konstante Funktion und sind die kritischen Punkte von g isoliert,
so gilt det(DT(x)) = 0 fiir alle x € R".
c) Geben Sie ein Beispiel fiir stetig differenzierbare Abbildungen T: R? - R? und g: R" - R,
so dass
1. gkeine kritischen Punkte hat,
i.  det(DT(x)) =0 fiir alle x € R",
iii. g e T keine konstante Funktion ist.
Weisen Sie dabei nach, dass fiir dieses Beispiel Eigenschaften 1), i1) und iii) erfiillt sind.

Zu a)

Die Ableitung von g ° T ist gegeben durch D(go T ):R" - L(R™,R) ;x » (D(g o T)(x): R" -
R;y —> D(g o T)(x)[y]); diese lineare Abbildung ist konstant =0 (da g o T konstant ist) und hat
die Jacobimatrix /(g o T)(x) als darstellende Matrix und nach Kettenregel gilt D(g o T)(x) =

Dg (T(x)) o DT (x) bzw fiir die darstellenden Matrizen J(g o T)(x) = Jg (T(x)) * DT (x) =
0,Ty(x) - anT1(x)>

(alg(x),...,ang(x))*< : . :
alTn(x) 6nTn(x)

(X721 0;9(T())01T; (%), ..., X1 0;9(T (%)) 0, T; (x)) =
((grad g(T(x)); 0,T(x)), ..., {(grad g(T(x)); OnT(x))) = (0,..,0) = 0. (1)

Nach Voraussetzung hat g keine kritischen Punkte, also ist grad g(y) # 0 fir alle y € R",
1
insbesondere grad g(T(x)) # 0 fiir alle x € R™. Somit ist (grad g(T(x))) ={y e R":

(grad g(T(x)); y) = 0} # R™ ein Unterraum von R® mit dim ((grad g(T(x)))l> <n-1.

1
Da nach (1) gilt: lin{o,T(x), ..., 3,T(x)} S (grad g(T(x))) , sind die Spaltenvektoren

0,T(x), ..., 3,T(x) von DT (x) linear abhingig in R", also DT (x) nicht invertierbar und daher
detDT(x) = 0.

Zub)

Wie in (a) folgt det DT (x) = 0 fiir alle x € R* mit grad g(T(x)) # 0, d.h. {iberall auBer in den
isolierten kritischen Punkten von g.

Sei nun T(x) ein kritischer Punkt von g.



Fall 1: Es gibt eine Umgebung U von x, sodass T(y) flir jedes y € U ein kritischer Punkt von g ist.
Nach Ubergang von U zu derjenigen Zusammenhangskomponente von U, die x enthilt, diirfen wir
0.B.d.A. U als zusammenhingend voraussetzen. T ist auf U konstant, denn

Angenommen y,z € U, T(y) # T(z). Dann sind T"*({T(y)}) # @ und T"*({T(2)}) # @ zugleich
offene und abgeschlossene Teilmengen von U, denn {T'(y)}, {T (2)} sind als einelementige
Mengen abgeschlossen und da I := {¢ € R™: grad g(¢) = 0} nur aus isolierten Punkten
besteht ist I\{T'(y)}, I\{T (2)} abgeschlossen, also {T'(y)}, {T(2)} offen (in der Relativtopologie
von I). Dies steht im Widerspruch dazu, dass U zusammenhangend ist.

Da T auf der offenen Menge U konstant ist, folgt DT(y) = 0 fur alle y € U.

Fall 2: Es gibt eine Folge x; X mit grad g(T(x;)) # 0, dann ist det DT (x;) = 0 nach (a)
und da det o DT stetig ist, gilt dann 0 = det(DT(xk)) = (det o DT)(xy) 2 (det o DT)(x).

Zuc)

X

Seig:]Rz—HR;(y x)_)(x+y

)—>x+yundT:]R2—>]R2;(y X+

). Dann ist

1) grad g (;) = G) * (8), also hat g keine kritischen Punkte

i) det <DT (;)) - det(} i) =0

Xy x+yy : .
i) (goT) (y) =g (x " y) = 2x + 2y keine konstante Funktion.



