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Es sei D € R" offen und f: D — R" Lipschitz-stetig. Fiir die Differentialgleichung x' = f(x) darf
ohne Begriindung angenommen werden, dass zu jedem Anfangswert eine eindeutige maximale
Losung existiert. Fiir x, € D bezeichne ¢(:, x,) die maximale Losung zum Anfangswert x(0) = x,

a) Sei 0 € D ein Fixpunkt der Differentialgleichung, der attraktiv ist (d.h. es gibt ein € > 0, so dass
fiir alle x, € D mit ||x,|| < € die Aussage tlim @(t,x9) = 0 gilt). Sei x* € D mit tlim o(t,x*) =0.

Zeigen Sie: Ist (xy)ren eine Folge in R" mit tlim X, = x*, so gibt es ein K € N, so dass
—00

tlirn o(t,x;) = 0 fiir alle k> K.

b) Zeigen Sie, dass die Behauptung aus (a) falsch wird, wenn man statt der Attraktivitit von O nur

voraussetzt, dass 0 ein Fixpunkt ist. Verwenden Sie hierzu das Beispiel x = ((1) _0 1) X.

Zu a)

Sei A¢: 1 - D die maximale Losung zu x’ = f(x), x(0) = ¢ mit I offenes Intervall, 0 € I. Die
Menge w = {(t,) e Rx D : £ € D, t € I} ist offen und der Fluss o:w — D ; (t,&) - ¢(t,§) =
A¢ (t) ist lokal lipschitz-stetig und erfiillt ¢ (t + 5,¢) = o(t,0(s,8).

Nach Voraussetzung ist 0: R — D ; t — 0 eine attraktive Ruhelage. Deshalb gibt es r > 0 sodass
I 2 [0, o[ und tlim @(t,&) = 0 fiir alle £ € D mit ||&|| < r. Da auch tlim @(t,x*) = 0 ist, gibt es

ein T > 0 mit ||o(t, x*)|| < g fir alle t = T. Da der Definitionsbereich w des Flusses ¢ offen und

o stetig ist, gibt es ein & > 0 sodass aus ||[x — x*|| < § dann x € D und ||@(T, x) — @(T,x*)|| < g
folgt. Da tlirn X, = x*, gibtes ein K € N mit ||x, —x*|| < 6 firallek > K.

Zub)
X = ((1) _01) x hat die (nicht attraktive) Ruhelage 0: R - R? ;t — (8) Fiir die Losung A¢g oy: R —
R?;t > (ceo‘t) des AWP x = (0 _01) x;x(0) = ((C)) gilt Ao ¢y (t) 2 (8) und fiir die Lésung
t
Aoy R—=R*;t - (c(e) ) des AWP x = ((1) _01) x;x(0) = ((C)) gilt ||A(C,0) |l 2 . Damit ist
1

durch x* = (8) und x;, = <Z> ein Beispiel mit tlirn X, = x*, aber tlim ||/'lxk | =
0 —00 —00

lim ”/1(1 0)(t)” = oo und gimllxlx*(t)ll = 0 gegeben.
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