
H21T2A2 

a) Leiten Sie die Werte von sin $!
"
% , cos $#!

"
% , sin $#!

"
% aus der Identität cos $!

"
% = $

#
 ab. 

b) Geben Sie die Nullstellen des Polynoms 𝑝(𝑧) = 𝑧% + 𝑧# 	+ 1 in Polardarstellung an. 

c) Sei N die Nullstellenmenge von p. Bestimmen Sie den Typ der isolierten Singularitäten der 
Funktion 𝑓: ℂ\𝑁 → ℂ	; 𝑧 → &!'&($

)(&)
 und geben Sie im Falle eines Pols die Ordnung und das 

Residuum an. 

d) Leiten Sie ausgehend vom Residuensatz eine Formel für das uneigentliche Integral ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥,
',  

ab. Begründen Sie hierbei auch, wieso das Integral existiert. 

 

 

Zu a) 

Da (sin(𝑧))# + (cos(𝑧))# = 1, folgt aus cos $!
"
% = $

#
 dann $sin $!

"
%%

#
= 1 − $cos $!

"
%%

#
= "

%
 und 

da sin(𝑥) > 0	𝑓ü𝑟	𝑥 ∈ ]0; 𝜋[ ist, folgt sin $!
"
% = D"

%
= √"

#
. 

sin(𝜋 − 𝑧) = $
#.
E𝑒.(!'&) − 𝑒'.(!'&)G = $

#.
E−𝑒'.& − (−1)𝑒.&G = $

#.
E𝑒.& − 𝑒'.&G = sin(𝑧) und 

cos(𝜋 − 𝑧) = $
#
E𝑒.(!'&) + 𝑒'.(!'&)G = $

#
E−𝑒'.& − 𝑒.&G = − $

#
E𝑒.& + 𝑒'.&G = −cos(𝑧) und damit 

ist sin $#!
"
% = sin $𝜋 − !

"
% = sin $!

"
% = √"

#
 und cos $#!

"
% = cos $𝜋 − !

"
% = −cos $!

"
% = − $

#
. 

 

Zu b) 

w² + w +1 = 0 hat die Lösungen 𝑤$,# =
'$±√$!'%∗$∗$

#
= − $

#
± 𝑖 √"

#
= 𝑒±.

!"
# . 

𝑧# = 𝑒.
!"
#  hat die Lösungen 𝑧$ = 𝑒.

"
#  und 𝑧# = −𝑒.

"
# = 𝑒.2

"
#(!3 und 𝑧# = 𝑒'.

!"
#  hat die Lösungen 

𝑧" = 𝑒'.
"
#  und 𝑧% = −𝑒'.

"
# = 𝑒'.2

"
#(!3. Dieses sind die vier Nullstellen von p in Polardarstellung 

 

Zu c) 

𝑁 = {𝑧 ∈ ℂ: 𝑝(𝑧) = 0} = (𝑏) = N±𝑒.
"
# , ±𝑒'.

"
#O. Sei 𝑔(𝑧) = 𝑧# − 𝑧 + 1. 

Es gilt: 𝑔 $𝑒.
"
#% = $𝑒.

"
#%
#
− 𝑒.

"
# + 1 =, $cos $#!

"
% + 𝑖 sin $#!

"
%% − $cos $!

"
% + 𝑖 sin $!

"
%% + 1 =

(𝑎) = − $
#
+ 𝑖 √"

#
− $$

#
+ 𝑖 √"

#
% + 1 = 0  und analog 𝑔 $𝑒'.

"
#% = 0. 

Damit sind 𝑒±.
"
#  die beiden einzigen Nullstellen von 𝑔(𝑧) = 𝑧# − 𝑧 + 1 = $𝑧 − 𝑒.

"
#% $𝑧 − 𝑒'.

"
#%. 

Insgesamt folgt also 𝑓(𝑧) =
4&'5$

"
#64&'5%$

"
#6

4&'5$
"
#64&(5$

"
#64&'5%$

"
#64&(5%$

"
#6
= $

4&(5$
"
#64&(5%$

"
#6

 und somit gilt: 



 lim
&→5$

"
#

𝑓(𝑧) = lim
&→5$

"
#

$

4&(5$
"
#64&(5%$

"
#6
= $

#5$
"
#45$

"
#(5%$

"
#6
∈ ℂ und lim

&→5%$
"
#

𝑓(𝑧) = ⋯ = $

#5%$
"
#45$

"
#(5%$

"
#6
∈ ℂ, 

somit sind 𝑒±.
"
#  hebbare Singularitäten von f (mit Residuum 0). 

lim
&→'5$

"
#

|𝑓(𝑧)| = lim
&→'5$

"
#

V $

4&(5$
"
#64&(5%$

"
#6
V = ∞ = lim

&→'5%$
"
#

|𝑓(𝑧)|, deshalb sind −𝑒±.
"
#  Pole von f. 

Wegen lim
&→'5$

"
#

X𝑧 − $−𝑒.
"
#%Y𝑓(𝑧) = lim

&→'5$
"
#

$

&(5%$
"
#
= $

'5$
"
#(5%$

"
#
= $

'#. 89:2"#3
= .

√"
 und analog 

lim
&→'5%$

"
#

X𝑧 − $−𝑒.
"
#%Y 𝑓(𝑧) = ⋯ = − .

√"
 sind −𝑒.

"
#  und −𝑒'.

"
#  Pole erster Ordnung von f mit 

𝑅𝑒𝑠 $𝑓,−𝑒.
"
#% = .

√"
 und 𝑅𝑒𝑠 $𝑓,−𝑒'.

"
#% = − .

√"
. 

 

Zu d) 

Wegen 𝑁 ∩ ℝ = ∅ ist 𝑓|ℝ ein Quotient von zwei nullstellenfreien Polynomen. Da der Grad des 
Nennerpolynoms 4 = 2 + 2 um zwei größer ist als der Grad des Zählerpolynoms, ist 𝑓|ℝ 
integrierbar.  

Mit 𝛾 ≔ 𝛾$ ∔ 𝛾# für 𝛾$: [−𝑅, 𝑅] → ℂ	; 𝑡 → 𝑡 und 𝛾#: [0; 𝜋] → ℂ	; 𝑡 → 𝑅𝑒.< gilt 𝑆𝑝𝑢𝑟(𝛾) ∩ 𝑁 = ∅ 
für R > 1, also folgt nach Residuensatz ∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧	

> = 2𝜋𝑖 ∑ 𝑛(𝛾, 𝑠)𝑅𝑒𝑠(𝑓, 𝑠)	
?∈A = (∗) =

2𝜋𝑖	𝑅𝑒𝑠 $𝑓, −𝑒'.
"
#% = #!

√"
 , denn (*): 𝑅𝑒𝑠 $𝑓, 𝑒±.

"
#% = 0 und 𝑛 $𝛾,−𝑒.

"
#% = 0 (weil 𝐼𝑚 $−𝑒.

"
#% < 0). 

Weiter gilt: l∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧	
>!

l = m∫
BC5$&D

!
'C5$&($

BC5$&D
'
(BC5$&D

!
($
𝑖𝑅𝑒.<	𝑑𝑡!

E m ≤ ∫
FBC5$&D

!
'C5$&($F

FBC5$&D
'
(BC5$&D

!
($F
o𝑖𝑅𝑒.<o	𝑑𝑡!

E =

∫
FC!(

!$&
'C5$&($F

FC'5'$&(C!(!$&($F
𝑅	𝑑𝑡!

E ≤ (∗) ≤ 	∫ "C³
C'
	𝑑𝑡!

E C→,
p⎯⎯r 0, da (*): 𝑅 ≥ 𝜌, vgl. Lemma 19.6.4. 

Somit gilt: ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥,
', = lim

C→,
∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧	
>)

= lim
C→,

$∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧	
> − ∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧	

>!
% = #!

√"
− 0 = #!

√"
. 

 


