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a) Leiten Sie die Werte von sin (g) , COS (2?”) ,Sin (2?”) aus der Identitét cos (g) = % ab.

b) Geben Sie die Nullstellen des Polynoms p(z) = z* + z? + 1 in Polardarstellung an.

¢) Sei N die Nullstellenmenge von p. Bestimmen Sie den Typ der isolierten Singularitdten der

2_
Funktion f: C\N = C;z — 2 ” é;l und geben Sie im Falle eines Pols die Ordnung und das

Residuum an.

d) Leiten Sie ausgehend vom Residuensatz eine Formel fiir das uneigentliche Integral ffooo f(x)dx
ab. Begriinden Sie hierbei auch, wieso das Integral existiert.

Zu a)

Da (sin(z))? + (cos(z))? = 1, folgt aus cos (g) = % dann (sin (g))z =1- (cos (E))z =3und

3 4
da sin(x) > 0 fir x € ]0; [ ist, folgt sin (%) = Z = ?
sin(r — z) = Zii(ei(”‘z) — e ir-2)) = Zii(—e‘iz — (—1)e¥?) = zli(eiz — e7%) = sin(z) und

cos(m —z) = %(e"(”"z) +e i) = %(—e“'z —el?) = —%(eiz + e7%) = —cos(z) und damit

. . (2% . T . (T V3 2m s i3 1
1St SIn (_) = Sin (T[ — _) = Sin (_) = — und cos (_) = COS (T[ — _) = —CO0S (_) = —-.
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Zub)
o —14+V12—4%1+1 1, .3 +i2Z

w? +w +1 = 0 hat die Lésungen w, , = — = _Ei i—= er's.

2 _ i o iZ & _ i(5+n) 2 _ X T
z* = e 3 hatdie Losungen z; = esundz, = —e'3 = e ‘3" "/ und z© = e "3 hat die Losungen
.TT .TT ST
—i= —i= —i(=+ . . . . .
Zzz=e sundz, = —e 3=¢ l(3 ”). Dieses sind die vier Nullstellen von p in Polardarstellung

Zuc)

.TT

N={z€Cp(z)=0}=(b) = {ieig,ie_l3}. Seig(z) =z —z+ 1.
Es gilt: g (eig) = (eig)z - eig +1= (cos (2?”) + isin (2?11)) — (cos (%) + isin (g)) +1=

(a) = —%+ i?— G+ L?) +1 =0 und analogg(e“lg) = 0.

Damit sind e*'z die beiden einzigen Nullstellen von g(z) = z2 —z+ 1 = (z — e"g) (z — e‘iE)_

(z-¢'5)(z-e75) _ .
(z—ei%)(z+ei%)(z—e_ig)(z+e_ig> (z+ei§)(z+e—i§)

Insgesamt folgt also f(z) = und somit gilt:



lim f(z) = lim — =7 €Cund lim_f(2) =+ =—z—7—m€C,

T T 5
z—e'3 7oe'3 (z+el3)(z+e l3) 2e13(el3+e l3) zoe 3 2e 3(e 3+e l3)

.
somit sind e"s hebbare Singularitdten von f (mit Residuum 0).
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Wegen lim <z ( e 3)) f(z)= lim_ A g “atsin(D) =5 und analog

lim_|f(2)] = lim_

=oco = lim |f(2)l, deshalb sind —e*'3 Pole von f.
z7o—e'3 75—e'3 3

z>—e 3
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z>—e'3 zo—el3Zte 3
lim <z — (—ei§)> fz)=-=-— % sind —e's und —e ™5 Pole erster Ordnung von f mit
z5—e '3
AN -iny
Res (f,—e 3) = \/Eund Res (f, e 3) =5
Zu d)

Wegen N N R = @ ist f|g ein Quotient von zwei nullstellenfreien Polynomen. Da der Grad des
Nennerpolynoms 4 =2 + 2 um zwei grofer ist als der Grad des Zéahlerpolynoms, ist f|g
integrierbar.

Mity ==y, +y, firy;:[-R,R] - C;t - tund y,:[0;r] —» C;t > Re' gilt Spur(y) NN =@
fiir R > 1, also folgt nach Residuensatz fyf(z)dz = 2mi Y sen (Y, S)Res(f,s) = () =

2mi Res (f, —e_ig) = % , denn (*): Res (f, eiig) =0undn (y, —eig) = 0 (weil Im (—eig) <0).
Weiter oilt: |f f(Z)dZ| _ fﬂ (Reit)z_Reit+1 iReit dt| < fn ‘(Reit)Z_Reit+1‘ |iReit| dt =
g 1)y, — 170 (Reit)*+(Reit)? 41 = 70 |(Reit)* +(Reit)" 41 B
- ‘RzeZit_Reit+1‘ I 3R3 )
Jy et ] Rdt < (+) < [ — dt —20,da(*): R 2 p, vgl. Lemma 19.6.4.

Somit gilt: [, f(x)dx = lim [ f(2)dz = lim ([ f()dz~ [, f(2)dz)=E2-0="2



