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Seire Rmit 0 <r < 1.

a) Zeigen Sie, dass die Reihe > .- 2% auf der Menge {z € C| |z| < r}
gleichméBig gegen die Funktion f(z) = z/(1 — z) konvergiert.

b) Zeigen Sie, dass die Reihe Y 72 (k + 1)z* auf der Menge {z € C| |z| < r}
gleichmiBig gegen die Funktion g(z) = 1/(1 — 2)? konvergiert.

¢) Zeigen Sie, dass fiir alle hinreichend grofien n € N gilt:

/ dz _0
per L+ 224322+ 4 nznt

Losungsvorschlag:

a) Laut geometrischer Summenformel gilt fiir allen € Nund z € C mit |z| < r:

n . Z_ZnJrl
> =
1—=2
k=1

Man kann fiir obige 2z, n folgern:

n _ on+l n+1 n+1
sz A D LA A 2 B || r
1—=z 1—=2 l—2z] 1=z " 1-7r
k=1
Es folgt:
n n+1 Tn+1
lim sup 2k — < lim sup = lim =0
n—00 l2|<r 1 —Z n—00 lz|]<r L — r n—oo 1l — 1

b) Man kann fiir alle n € N und z € C mit |z| < r induktiv zeigen:

= 1= (n+2)2"" 4+ (n 4 1)2"?

Z(k +1)2F = (1= (1)

k=0

Wie vorhin ist dann
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c)

(JR)

Es sei n € N grof. Wir verwenden die Formel (?7):

/ dz / (1—2)2 4
= z
ler L+ 224+ 322+ .+ nzn ! e L= (04 2)27 T 4 (0 + 1)z +2
Wir wollen die Nullstellen des Polynoms
P:B.(0)>2z—1—(n+2)z"" 4+ (n+1)""

analysieren, wenn B,.(0) die offene Kreisscheibe mit Radius 7 um den Null-
punkt bezeichnet. Es sei 7 € (r,1). Dann gilt

1> (n+2)"* + (n 4 1)p"+?

fiir hinreichend grofies n € N, da lim,, ,o.(n + 2)7"" + (n + 1)7"*2 = 0.
Nach dem Satz von Rouché besitzt P also keine Nullstellen in B;(0) und
damit insbesondere keine Nullstellen in B, (0). Damit ist die Abbildung
V. BTA(O) — C,

v(z) = (1—2)"
1 —(n+2)z"t + (n+ 1)z

Vz € B (0)

wohldefiniert und sogar holomorph (als Quotient zweier Polynome, sodass
der Nenner keine Nullstelle besitzt). Dann folgt direkt, dass

dz
/Z|:r 1+22+322+ ...+ nznt /|Z:T v(z) d2

gelten muss.




