H21T1A3

Auf dem Gebiet 2 := {z € C : |z| < 2m}betrachten wir die meromorphe Funktion f(z) := :in(_zl).
a) Bestimmen Sie alle Singularitdten von f und deren Typ.
b) Berechnen Sie die Residuen von fin allen Singularitéten.
c¢) Besitzt die Funktion f eine Stammfunktion auf Q?
d) Bestimmen Sie ¢4, ¢,, a4, a, € C, sodass die Funktion F(z) = f(z) + & + C2 >
eine Stammfunktion besitzt.
Zu a) und b)
Da die Nullstellen von sin(z) genau die Vielfachen von & sind, ist f: Q\{—m,0,7} - C;z - :in(_zl)
holomorph als Quotient holomorpher Funktionen mit nullstellenfreiem Nenner.
(z-m)(e?-1) P (z-m)(e?-1)

Es gilt il_{glt|f(z)| =0 = ll_f)glr|f(z)| und l‘_r)?,(z —m)f(2) = lim=—2"—— = -lim=—"" ==
—lim — D o i — D ()= —(e" - 1) =1-¢T,

n Zl;'o=0(2k+1)!(Z_n-)Zk+1 =n Z?=0(2k+1)!(z_n)2k
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oraD) )2k konvergiert auf

denn (1): sin(z — ) = —sin(z) und (2): Die Potenzreihe ).z,

_1\k
ganz C, insbesondere definiert sie eine ganze Funktion mit lim (Z,"f:(, (;k—-li-)l)' (z — n)z") =1.
Z-T '

Analog zeigt man lim (z + m)f(z) = 1 — e™™. Daher sind © und -n Pole erster Ordnung von f mit
Zo-T
Res(f,—m) =1—e ™und Res(f,m) =1 —e™.

Fiir z = 0 haben sowohl e# — 1 als auch sm(z) eine Nullstelle und sin(z) = };2, (;li)' z21 sowie
—-1= (Zk=o ;) ( ) Dk 1 . Also gilt fiir 0 <|z| <m:
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= ——=1
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Zk—-1
Da )y, ——und )2, (;l—i)lz ganze Funktionen mit Grenzwert 1 (fiir z—0) definieren. Deshalb

hat f bei 0 eine hebbare Singularitit mit Res(f,0) = 0.

Zuc)

f hat keine Stammfunktion auf 2\{—m, 0,7}, denn z.B. y: [0; 2mr] » O\{-m, 0,7} ;t > m + et ist
ein geschlossener C!-Weg in 2\{—m, 0, 7} mit fyf(z)dz = 2mi Res(f,m) = 2mi(1 —e™) # 0.



Zu d)

F:O\{-7m,0,1} > C;z- f(z) — —

einfach zusammenhingend ist, ist jeder geschlossene stiickweise C!'-Weg in 2\{—, 0, 7} auch ein
geschlossener stiickweiser C'-Weg in Q mit Spur(y) N {—m, 0,7} = @ und also solcher
nullhomolog in Q. Nach dem Residuensatz gilt dann fy F(z)dz = 2mi ((n(]/, 0)Res(f,0) +

n(y,m)Res(f,m) + n(y, —m)Res(f, —n)) —n(y,m)Res(f, ) — n(y, —m)Res(f, —n)) =0 (Da
Res(f,m)

Restfm) _ Res’z(f ;T_n) ist holomorph. Da Q als offene Kreisscheibe

einen Pol erster Ordnung mit Residuum Res(f, ) hat und analog).

Da also fy F(z)dz = 0 fiir jeden geschlossenen stiickweisen C'-Weg v in Q\{—m, 0, } gilt, hat F

auf N\{—m, 0,1} eine Stammfunktion.
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