
H21T1A1 

a) Bestimmen Sie alle reellen Lösungen x : ℝ → ℝ der Differentialgleichung 
𝑥!!(𝑡) = −4𝑥!(𝑡) − 5𝑥(𝑡) + 𝑠𝑖𝑛(𝑡).  (1) 
Entscheiden Sie mit Begründung, ob es unter diesen Lösungen solche gibt, die zudem den 
Bedingungen x(0) = x(π) = 0 genügen. 

b) Bestimmen Sie die maximale Lösung y : I → ℝ , I ⊆ ℝ des Anfangswertproblems 
𝑥"𝑦!(𝑥) = 𝑦(𝑥)" + 𝑥𝑦(𝑥)	; 	𝑦(−2) = 2. 
Hinweis: Sie dürfen ohne Nachweis verwenden, dass eine solche eindeutig bestimmte 
maximale Lösung existiert. Vergessen Sie nicht den Definitionsbereich I der maximalen 
Lösung anzugeben. Die Substitution 𝑧(𝑥) ≔ #(%)

%
 könnte hilfreich sein. 

 

Zu a) 

Hierbei handelt es sich nicht um eine Anfangswertproblem, sondern um ein Randwertproblem. 
Dieses kann keine, eine oder mehrere Lösungen haben. 

Betrachte die zu (1) gehörige homogene Differentialgleichung 𝑥!!(𝑡) + 4𝑥!(𝑡) + 5𝑥(𝑡) = 0. 

Der Ansatz 𝑥(𝑡) = 𝑒'( liefert 𝑒'((𝜇" + 4𝜇 + 5) = 0 genau dann wenn 𝜇)," = −2 ± 𝑖. Dies liefert 
uns die linear unabhängigen (komplexen) Lösungen ℝ → ℂ	; 𝑡 → 𝑒(+",-)( = 𝑒+"(𝑒-( und ℝ →
ℂ	; 𝑡 → 𝑒(+"+-)( = 𝑒+"(𝑒+-(. Addition bzw. Subtraktion liefert die beiden reellwertigen Lösungen 
𝜈): ℝ → ℝ	; 𝑡 → 𝑒+"(=𝑒-( + 𝑒+-(> = 2 cos(𝑡) 𝑒+"( und 𝜈":	ℝ → ℝ	; 𝑡 → 2 sin(𝑡) 𝑒+"(. 

 

Durch Ausprobieren finden wir sin ′′(𝑡) + 4 sin!(𝑡) + 5 sin(𝑡) = 4 cos(𝑡) + 4 sin(𝑡) und 
cos ′′(𝑡) + 4 cos!(𝑡) + 5 cos(𝑡) = 4 cos(𝑡) − 4 sin(𝑡), also 𝜆!!(𝑡) + 4 λ!(𝑡) + 5 λ(𝑡) = sin(𝑡) für 
𝜆:ℝ → ℝ	; 𝑡 → )

.
(sin(𝑡) + cos(𝑡)). 

Somit ist der Lösungsraum von (1) gegeben durch ℒ = {𝜆(𝑡) + 𝑐)𝜈)(𝑡) + 𝑐"𝜈"(𝑡) ∶ 𝑐), 𝑐" ∈ ℝ} =
N)
.
(sin(𝑡) + cos(𝑡)) + 2𝑐) cos(𝑡) 𝑒+"( + 2𝑐" sin(𝑡) 𝑒+"( ∶ 𝑐), 𝑐" ∈ ℝO. 

Die Bedingungen 𝑥(0) = − )
.
+ 𝑐) = 0 und 𝑥(𝜋) = )

.
− 𝑐)𝑒+"/ = 0 lassen sich nicht gleichzeitig 

erfüllen; somit gibt es keine Lösung, die beide Bedingungen erfüllt. 

 

 

Zu b) 

Das Anfangswertproblem 𝑥"𝑦!(𝑥) = 𝑦(𝑥)" + 𝑥𝑦(𝑥)	; 	𝑦(−2) = 2  ist für 𝑥 ≠ 0 äquivalent zu 

𝑦!(𝑥) = #(%)!

%!
+ #(%)

%
= 𝑧(𝑥)" + 𝑧(𝑥)	; 	𝑧(−2) = #(+")

+"
= −1. Aus 𝑧(𝑥) ≔ #(%)

%
 erhalten wir 𝑧!(𝑥) =

%#"(%)+#(%)
%!

=
%01(%)!,1(%)2+%1(%)

%!
= 1(%)!

%
  .  



Und somit erhalten wir das neue Anfangswertproblem 𝑧!(𝑥) = 1(%)!

%
	 ; 		𝑧(−2) = −1. Trennung der 

Variablen liefert −1 − )
'(()

= ln(|𝑡|) − ln(2), also 𝜇(𝑡) = )
34(")+)+34(|(|)

 mit 𝜇!(𝑡) = '(()!

|(|
 und 

𝜇(−2) = −1.  

Durch Rücksubstitution 𝜇(𝑡) = 6(()
(

 erhalten wir 𝜆(𝑡) = 𝑡𝜇(𝑡) = (
34(")+)+34(|(|)

 . Da der 

Startzeitpunkt t = -2 < 0 ist, gilt ln(|𝑡|) = ln(−𝑡). Weiter gilt ln(2) − 1 − ln(−𝑡) = 0	 ⟺ 𝑡 = +7
"

. 

Somit ist 𝜆(𝑡) = (
34(")+)+34(+()

 auf ] − ∞; 0[	\ N+7
"
O wohldefiniert, insbesondere auf ] − ∞; +7

"
[	. 

Wir überprüfen 𝜆(−2) = 2 und 𝑡"𝜆!(𝑡) = 𝑡"
(34(")+)+34(+())+( #$%
(34(")+)+34(+())!

= 𝑡" (34(")+)+34(+()),)
(34(")+)+34(+())!

=

𝑡" (34(")+)+34(+())
(34(")+)+34(+())!

+ 𝑡" )
(34(")+)+34(+())!

= 𝑡 (
34(")+)+34(+()

+ Z (
34(")+)+34(+()

[
"
= 𝑡𝜆(𝑡) + 𝜆(𝑡)". 

Somit gilt: 𝜆:	] − ∞; +7
"
[	→ ℝ	; 𝑡 → (

34(")+)+34(+()
 ist eine Lösung des Anfangswertproblems. Wegen 

𝜆(𝑡)
(↗+&!
\⎯̂ ∞ ist es auch die maximale Lösung. 

 

 


