H21T1A1

a) Bestimmen Sie alle reellen Losungen x : R — R der Differentialgleichung
x"(t) = —4x'(t) — 5x(t) + sin(t). €))
Entscheiden Sie mit Begriindung, ob es unter diesen Losungen solche gibt, die zudem den
Bedingungen x(0) = x(m) = 0 geniigen.

b) Bestimmen Sie die maximale Losungy : I — R , I € R des Anfangswertproblems

x2y'(x) = y(x)? + xy(x); y(-2) = 2.
Hinweis: Sie diirfen ohne Nachweis verwenden, dass eine solche eindeutig bestimmte
maximale Losung existiert. Vergessen Sie nicht den Definitionsbereich I der maximalen

Losung anzugeben. Die Substitution z(x) = %x) konnte hilfreich sein.

Zu a)

Hierbei handelt es sich nicht um eine Anfangswertproblem, sondern um ein Randwertproblem.
Dieses kann keine, eine oder mehrere Lésungen haben.

Betrachte die zu (1) gehoérige homogene Differentialgleichung x"'(t) + 4x'(t) + 5x(t) = 0.

Der Ansatz x(t) = et* liefert e** (u? + 4p + 5) = 0 genau dann wenn y, , = —2 + i. Dies liefert
uns die linear unabhingigen (komplexen) Losungen R — C;t — e("2+0t = ¢=2tpit ypd R —
C;t - e"270t = g=2tg=it Addition bzw. Subtraktion liefert die beiden reellwertigen Losungen
viiR-> R;t - e (et + e7) = 2cos(t) e 2 und v,: R > Rt > 2 sin(t) e 2.

Durch Ausprobieren finden wir sin"'(t) + 4 sin’(t) + 5sin(t) = 4 cos(t) + 4 sin(t) und
cos''(t) + 4 cos’(t) + 5cos(t) = 4 cos(t) — 4sin(t), also A (t) + 47’ (t) + 5A(t) = sin(t) fur

AR->R;t - %(sin(t) + cos(t)).

Somit ist der Losungsraum von (1) gegeben durch £ = {A(t) + ¢;v,(t) + c,v,(t) : ¢1, ¢, € R} =
{% (sin(t) + cos(t)) + 2¢; cos(t) e 2t + 2c, sin(t) e ?t : ¢4, ¢, € ]R}.

Die Bedingungen x(0) = —% +c¢; =0und x() = % — ¢,e72" = ( lassen sich nicht gleichzeitig

erfiillen; somit gibt es keine Losung, die beide Bedingungen erfiillt.

Zub)

Das Anfangswertproblem x2y’(x) = y(x)? + xy(x) ; y(=2) = 2 ist fiir x # 0 dquivalent zu
2 _
y'(x) = YO | %x) =z(x)? +z(x); z(=2) = % = —1.Aus z(x) = Y o rhalten wir z'(x) =

x2 x

xy' (0)-y(x) _ x(z(x)2+z(x))—xz(x) _ z(x)?

x2 x2 x
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Und somit erhalten wir das neue Anfangswertproblem z’'(x) = % ; z(—2) = —1. Trennung der

i i 11 = — L i) = RO
Variablen liefert —1 o= In(|t]) — In(2), also u(t) = D =1ondD mit u'(t) = el und
pn(=2) = —-1.

.. o _A® . _ _ t
Durch Riicksubstitution u(t) = - erhalten wir A(t) = tu(t) = NOEENTR Da der

Startzeitpunkt t = -2 < 0 ist, gilt In(|t]) = In(—t). Weiter gilt In(2) — 1 —In(—t) =0 &t = _76

Somit ist A(t) = m auf ] —oo; O[ '\ {_76} wohldefiniert, insbesondere auf | — oo; _76 [

. (In(2)-1-In(-t))—t— —1-In(—
Wir iiberpriifen A(—2) = 2 und t21'(t) = t? . o g2 n@)-17inC0)+1

(In(2)-1-In(-t))2 (In(2)—-1-In(-1))2
5 (n)-1-In(=t)) | ., 1 _ t t z 2
in@-1-m)2 T th-1-m0) — Cn@-1-In(-6) T (ln(z)—l—ln(—t)) = tA() + A"

. . —-e t . . .
Somit gilt: A: | — oo; > [P R;t— @ -1mD ist eine Losung des Anfangswertproblems. Wegen
A(t) — oo ist es auch die maximale Losung.
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