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Gegeben sind drei Folgen von stetigen Funktionen (f;,: [0; 1] - R; x — \/J_ce‘"x)neN ,

(gn: [0;1] » R;x — n\/J_ce‘"x)nEN und (hn: [0;1] » R; x —» n? xe‘”’c)nEN Entscheiden Sie
jeweils (mit Begriindung), welche dieser drei Folgen
a) beschrinkt in C°([0, 1]) ist

b) punktweise konvergiert
c) gleichméBig konvergiert

d) konvergentes Integral hat (d.h. entscheiden Sie, ob [ 01 fu()dx, | 01 gn(x)dx, [ 01 h, (x)dx

konvergieren).

Zu a)

>0;x€]0;1/2n]
=0;x=1/2n fiur x €]0; 1]
<0;x€]1/2n;1]

fa(x) = 2\/—

1

Dann gilt: f, (ﬁ) = max{f,(x):x € [0;1]} = \/%_ne_i und analog

In (ﬁ) = max{g,(x):x € [0;1]} = \Ee—% und h,, (ﬁ) = max{h,(x):x € [0;1]} = \[n;se_i

1
Damit ist sup{||f,||: n € N} = sup{sup{|f,(x)|: x € [0;1]}:n € N} = sup {\/%_n e z:neE N} =

e_% < 0. Ebenso gilt sup{||g,||:n € N} = sup{\[ge_% in € N} = oo = supf||h,||:n € N}.

Zub)

fu(x) = /xe ™ — 0, denn f{0) = 0 und fiir x> 0 gilt e™* — 0

n—-oo

gn(x) = n/xe™™x — 0, denn g(0) =0 und firx >0 giltne™ — 0

n—->oo

h,(x) = n*J/xe "x—>0 denn h(0) = 0 und fiir x> 0 gilt n%e™™ — 0

n—-oo

Alle drei Folgen konvergieren punktweise gegen 0 auf dem Intervall [0; 1].

Zuc)

||fn — 0|| = sup{|f,,(x) — 0]: x € [0;1]} = (a) —Fe g RN 0, d.h. f, konvergiert gleichméBig
n—-o0o

gegen 0 auf dem Intervall [0; 1].

1 1
|| gn — 0] |Oo = \[ge_f und |Ihn - 0] |oo = \[ge_f bleiben nicht beschrinkt, also konvergiert weder
gn noch h, gleichmiBig gegen 0.



Zu d)

1 1 1

@l = f0) < fu(5) = ——ez<e firallex € [0;1]n €N, Damit ist

1
m: [0; 1] - [0; o[ ; x — ez eine integrierbare Majorante fiir alle f,. Wegen f,,(x) — 0 gilt
n—->oo

) 01 fu(x) dx —2 ) 01 0 dx = 0 nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz.

Mit@:R - R;x - nx ist ¢'(x) = n, also folgn(x) dx = foln xe ™ dx =
i 1 —o(x) 1 _i (p(1)=‘l’l _ _i 1 _ n _
\/ﬁfo Jo(x)e ?P g’ (x) dx = = otoy=0 Vxe™* dx _\/ﬁ(fo Vxe ™ dx + [ xe xdx).

) 01 Vxe™ dx existiert als Integral einer stetigen Funktion auf dem kompakten Intervall [0; 1] daher

. 1 1 _
1stﬁfo Vxe™ dx — 0.

n—-o0o
. . 1 _ 1 _ 1 -
Furxz1gllt1S\/9_ch,aISOOS\/—r_lff\/9_ce xde\/—T_lflnxe xdxzﬁ([x(—e T -
fln—e‘x dx) = %(8_1 —ne "+ [—e7¥]}) = %
1 1 -
fi 9a () dx = = [ VRe™ dx — 0

(2e ! — (n+ 1)e ™) — 0 und somit
n—-0oo

Es gilt f01 h,(x) dx = f01 n?J/xe ™ dx = \/ﬁfon Vxe ™™ dx > \/T_lfol Vxe ™ dx, also ist
{ ) 01 h,(x)dx:n € N} unbeschrinkt.



