Herbst 20 Themennummer 3 Aufgabe 4 im Bayerischen Staatsexamen

Analysis (vertieftes Lehramt)

Gegeben sei das Differentialgleichungssystem

&= (2> +y*)V]yl
|

W + eXp(t) .

Y=
a) Begriinden Sie, warum zu jedem Anfangswert (z(0),y(0)) € R? eine eindeutige
Losung des Systems existiert.

b) Sei J C R das maximale Existenzintervall der eindeutigen Losung mit Anfangswert
(2(0),4(0)) = (1,1). Zeigen Sie, dass sup J < 1 gilt und untersuchen Sie das Verhal-
ten von (z(t),y(t)) bei t / sup J.

Hinweis: Bestimmen Sie als Voriiberlegung explizit die Losung z zur Differential-
gleichung # = 22 mit Anfangswert 2(0) = 1 und iiberlegen Sie sich das zugehorige
maximale Existenzintervall.

Losungsvorschlag:

a)

Wir betrachten zunéchst die zweite Gleichung. Diese ist eine Differentialgleichung
erster Ordnung mit stetig differenzierbarer, also lokal lipschitzstetiger Strukturfunk-
tion, also gibt es zu jedem Anfangswert y(0) eine eindeutige Losung y auf einem
offenen Intervall, welches die 0 enthilt. Weil fiir alle y € R die Ungleichungen
0< yTIH < 1 gelten, ist das Wachstum in der zweiten Differentialgleichung linear
beschrénkt und die lokale Losung lésst sich auf ganz R fortsetzen.

Wir setzen jetzt die Losung y in die erste Differentialgleichung ein. Damit wird die
erste Gleichung ebenso zu einer Differentialgleichung erster Ordnung, deren Struk-
turfunktion stetig und stetig partiell differenzierbar nach x, also lokal lipschitzste-
tig beziiglich x, ist. Also gibt es auch zu jedem Anfangswert z(0) eine eindeutige
Losung der ersten Gleichung nach dem Satz von Picard-Lindelof. Das Paar (x,y)
der Losungen 16st nun das Differentialgleichungssystem. Auflerdem ist es die einzige
Losung, weil sonst mindestens eine der beiden Gleichungen mehrere Losungen hétte,
was wir bereits ausgeschlossen haben.

Durch Raten, Frobeniusansatz oder Trennung der Variablen findet man die Maxi-
malldsung z : (—o00,1) — R, z(t) = 15 des Anfangswertproblems aus dem Hinweis.
In a) hatten wir gesehen, dass die Losung der zweiten Gleichung y global exis-
tiert, wir erhalten daher, dass das Losungsintervall der Systemlésung genau das der
Losung der ersten Gleichung x ist.

Es ist ¢y > 0 woraus wir schliefen kénnen, dass die Losung y streng monoton steigt
und wegen der Anfangsbedingung gilt y(¢) > 1 fir 0 < ¢ < supJ. Daraus folgt
auch +/|y|(t) > 1 fiir diese t und wir erhalten 2’ > 2? fiir die Losung z. Es folgt
weiter 2/(0) =2 > 1 = 2/(0) und wegen z(0) = 1 = 2(0) gibt es ein € > 0, sodass
x(t) > z(t) auf (0,¢) gilt.

Diese Ungleichung gilt sogar auf (0,sup J), denn wére das nicht der Fall so gébe
es ein s € (0,sup J) mit x(t) < z(¢) und wegen des Zwischenwertsatzes gibe
es eine Stelle £ € (0,s) mit z(f) = 2(f). Wir wihlen jetzt das Minimum M der
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Menge {s € [%,f] : x(s) = z(s)}, welches existiert, weil die Menge abgeschlossen,
beschrénkt und nichtleer ist. Es muss dann x(t) > z(t) fir ¢t € (0, M) gelten, sonst
wiirde eine kleinere Nullstelle als M in [£, ] existieren, was nicht sein kann. Dann ist
aber 2/(t) > 2/(t) und daher x — z streng monoton wachsend auf (0, M) und es gilt
(z — 2)(0) = 0 = (z — 2)(#), ein Widerspruch. Also muss x(t) > z(t) auf (0,sup J)
gelten.

Daraus folgt aber sofort sup J < 1, weil z bei t = 1 explodiert, also auch z fiir ¢t — 1
gegen +oo konvergiert. Also erhalten wir zudem z(t) — +oo fiir ¢  sup J. Weil
y global existiert, monoton wachsend und stetig ist, gilt y(t) — y(sup J) fir t
sup J. Wir haben damit auch das Randverhalten der Losung durch (z(t),y(t)) —

(400, y(sup J)) fiir t  sup J bestimmt.
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