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a) Sei n € N. Berechnen Sie das Wegintegral f dz, wobei I' der Weg ist, der das Rechteck

h( )
={z€C: -n<Re(z) <n,0<Im(z) < nn} = [—n; n] x [0; nr] im Gegenuhrzeigersinn
umschlieBt.

b) Berechnen Sie das Integral f dz unter Verwendung von (a) und stellen Sie es als Reihe

h( )
dar. Begriinden Sie die Zw1schenschr1tte.

Zu a)

cosh(z) = %(ez +e7%) = # (eZ + 1) hat die Nullstellen bei &, = %T(Zk + 1), k € Z. Daher ist

f:C\{¢é:k€Z} > Cz—

Nenner holomorph.

cosh(2) als Quotient holomorpher Funktionen mit nullstellenfreiem

Als geschlossene Kurve ist I' nullhomolog in C = (C\{é,: k € Z}) U {é;: k € Z} und spur(I") N

1,0<k< 1
{é:k € Z} = @und es gilt n(l, &) = { 0 s:nstn

fpf(Z) = 27i Yz (T, §i)Res(f, &) = 2mi TiZg Res(f, &).

. Somit gilt nach dem Residuensatz

2e%e?
e?z4+1

| = oo, deshalb ist jede Singularitit ein Pol von f. Die ganze Funktion

lim [f(2)| = lim
Z_)fk Z—)f
cosh besitzt um & die Potenzreihenentwicklung cosh(z) = Zm=oﬁ cosh™ (&) (z = &)™ =
Ym=0 (Z:n)! cosh®™ (&) (z — &)™ + X o (2m1+1)! cosh@M+D (&) (z — §,)2m+1 =

00 1 0 1 .
Zm:O(Z_m)!COSh(SEk) (z—-§&)™m + Zm=0(2m—+1)!51nh(fk) (z — &)?m*1 =

04+ Ym0 L _(z- &,)?™m*1; diese Reihe konvergiert auf C. Daher existiert lim (z — &,)f(z) =
m=0 2m+1)! z-&y

(Z—fk)eZiZ . eziz ezifk

- = lim . = —— = —ije~™2k*+D ynd deshalb ist & ein
728k Im=oGmyny Z =07 228k Zz—om( =50 l
Pol erster Ordnung mit Res(f, &) = —ie "@k+D = —je=T(g=2m)k,

Daher ist [ f(z) = 2mi X3Zg Res(f, &) = 2mi Xizg —ie (e ™M)k = 2me " ¥iZ5(e 2™ =

o 1_(e—zn)n

2me™" ———

Zub)

2ix

. : _l x —-X l | x| e
Fiir x€R ist cosh(x) = 2 (e* + ™) = Ze™, also cosh(x)

f_ooo e*dx + fooo e Xdx = 111_r)£10 (f_onexdx + fone‘xdx) = Tlli_{r.}o([ex](ln + [—e™*]}) = 2 gilt, ist f]r

integrierbar.

<2e ™undda [* e Wdx =

Mitl'=L + L+ L+ 1, firI:[-n;n] » Ct > t, I,:[0;n] - C;t > n+int,

—I;:[-n;n] -» C;t - t + inm, —I,:[0;n] - C;t > —n + int ist dann



[0 —=—dz = llrnf f(2)dz.

© cosh(z)
2
= fn Ldt (<)2ne mr_—
osh(t)

2i(t+inn:) | 21(t+inn:) |
n—-oo

1S, f@)dz| = |- [

—n cosh(t+inm) f—n |cosh(t+inm)|

(1) cosh(t + inm) = %(e“i”” + e tminm) = %(etei”” +eteminm) = %(et + e e +
ie‘t(e“’”” — ") = cosh(t) e + 0.
(2) cosh(t) > 1 fiir teR
Es gilt cosh(z + 2mik) = cosh(z) firallez € C k € Z

Auf der kompakten Menge {n + irt : t € [0; 2m]} nimmt die stetige reellwertige Funktion |cosh|
ein Minimum an. Da cosh nur auf { (Rk+ 1),k € Z} Nullstellen besitzt, ist =
¢ := min{|cosh(n + imt)|: t € [0; 2]} > 0. Weiter ist {cosh(n + irt) :t € [0; 2r]} =

{cosh(n + imt) : t = 0}, also ¢ = min{|cosh(n + int)|:t = 0}.

Mit cosh(n + int) = %(e”e"”t +e e ) = %(e" + e ™)el™t + %e‘”(e“‘”t — eimt) =
cosh(n) e — isin(mt)e ™™ folgt |cosh(n + irt)| = |cosh(n) ei™ — isin(nt)e ™| =

|cosh(n) — |sin(wt)|e ™| = cosh(n) —e™™,

also ¢ = minf{|cosh(n + imt)|: t = 0} = cosh(n) — e™ > 0 fiir alle n € N. Damit ist

g2i(n+int) 2i(n+i7rt)| e—2mt 7 [e—2mt n
|f f(z)dz| | —dtS—[ ] —0
I c —21m 1g n-oo

n_le dt<m

n
< e b
coshnaimn dt| =T 0 |cosh(n+imt)| - J-0

0 cosh(n+imt)
Analog zeigt man |cosh(—n + int)| = |cosh(n) e imt — isin(nt)e‘"| > cosh(n) — e™™ und

damit |fr4f(z)dz| < nf —dt — 0.

n—-oo

Daraus folgt [

h( )dz— llmf f(2)dz = llmf f(2)dz4+0+0+0= llmff(z)dz—

—-27 k
(a) = Ylll—l;lc;lo (27Te‘”1 ()" >= LI 2me™™ Yo (e%) .

1-e—27 eT—e T sinh(m)



