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a) Sei n ∈ ℕ. Berechnen Sie das Wegintegral ∫ !!"#

"#$%(')
𝑑𝑧	

* , wobei Γ der Weg ist, der das Rechteck 

𝑅 = {𝑧 ∈ ℂ ∶ 	−𝑛 ≤ 𝑅𝑒(𝑧) ≤ 𝑛, 0 ≤ 𝐼𝑚(𝑧) ≤ 𝑛𝜋} = [−𝑛; 𝑛] × [0; 𝑛𝜋] im Gegenuhrzeigersinn 
umschließt. 

b) Berechnen Sie das Integral ∫ !!"#

"#$%(')
𝑑𝑧+

,+  unter Verwendung von (a) und stellen Sie es als Reihe 

dar. Begründen Sie die Zwischenschritte. 

 

Zu a) 

cosh(𝑧) = -
.
(𝑒' + 𝑒,') = -

.!#
(𝑒' + 1) hat die Nullstellen bei 𝜉/ =

01
.
(2𝑘 + 1), 𝑘 ∈ ℤ. Daher ist 

𝑓: ℂ\{𝜉/: 𝑘 ∈ ℤ} → ℂ, 𝑧 → !!"#

"#$%(')
 als Quotient holomorpher Funktionen mit nullstellenfreiem 

Nenner holomorph. 

Als geschlossene Kurve ist Γ nullhomolog in ℂ = (ℂ\{𝜉/: 𝑘 ∈ ℤ}) ∪ {𝜉/: 𝑘 ∈ ℤ} und 𝑠𝑝𝑢𝑟(𝛤) ∩
{𝜉/: 𝑘 ∈ ℤ} = ∅ und es gilt 𝑛(𝛤, 𝜉/) = Q1	, 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 1

0								𝑠𝑜𝑛𝑠𝑡											. Somit gilt nach dem Residuensatz 

∫ 𝑓(𝑧)	
* = 2𝜋𝑖 ∑ 𝑛(𝛤, 𝜉/)𝑅𝑒𝑠(𝑓, 𝜉/)	

/∈ℤ = 2𝜋𝑖 ∑ 𝑅𝑒𝑠(𝑓, 𝜉/)4,-
/56 . 

lim
'→8$

|𝑓(𝑧)| = lim
'→8$

Z.!
#!!"#

!!#9-
Z = ∞, deshalb ist jede Singularität ein Pol von f. Die ganze Funktion 

cosh besitzt um ξk die Potenzreihenentwicklung cosh(𝑧) = ∑ -
:!
cosh(<)(𝜉/) (𝑧 − 𝜉/):+

:56 =

∑ -
(.:)!

cosh(.<)(𝜉/) (𝑧 − 𝜉/).:+
:56 + ∑ -

(.:9-)!
cosh(.<9-)(𝜉/) (𝑧 − 𝜉/).:9-+

:56 =

∑ -
(.:)!

cosh(𝜉/) (𝑧 − 𝜉/).:+
:56 +∑ -

(.:9-)!
sinh(𝜉/) (𝑧 − 𝜉/).:9-+

:56 = 

0 + ∑ 0
(.:9-)!

(𝑧 − 𝜉/).:9-+
:56 ; diese Reihe konvergiert auf ℂ. Daher existiert lim

'→8$
(𝑧 − 𝜉/)𝑓(𝑧) =

lim
'→8$

(',8$)!!"#

∑ "
(!&'()!(',8$)

!&'(+
&,-

= lim
'→8$

!!"#

∑ "
(!&'()!(',8$)

!&+
&,-

= !!".$

0
= −𝑖𝑒,1(./9-) und deshalb ist ξk ein 

Pol erster Ordnung mit 𝑅𝑒𝑠(𝑓, 𝜉/) = −𝑖𝑒,1(./9-) = −𝑖𝑒,1(𝑒,.1)/. 

Daher ist ∫ 𝑓(𝑧)	
* = 2𝜋𝑖 ∑ 𝑅𝑒𝑠(𝑓, 𝜉/)4,-

/56 = 2𝜋𝑖 ∑ −𝑖𝑒,1(𝑒,.1)/4,-
/56 = 2𝜋𝑒,1 ∑ (𝑒,.1)/4,-

/56 =

2𝜋𝑒,1 -,>!
/!0?1

-,!/!0
. 

 

Zu b) 

Für x∈ℝ ist cosh(𝑥) = -
.
(𝑒@ + 𝑒,@) ≥ -

.
𝑒|@|, 𝑎𝑙𝑠𝑜	 Z !!"2

"#$%(@)
Z ≤ 2𝑒,|@|	und da ∫ 𝑒,|@|𝑑𝑥+

,+ =

∫ 𝑒@𝑑𝑥6
,+ + ∫ 𝑒,@𝑑𝑥+

6 =	 lim
4→+

a∫ 𝑒@𝑑𝑥6
,4 + ∫ 𝑒,@𝑑𝑥4

6 b = lim
4→+

([𝑒@],46 + [−𝑒,@]64) = 2 gilt, ist f|ℝ 

integrierbar. 

Mit 𝛤 = 𝛤- ∔ 𝛤. ∔ 𝛤B ∔ 𝛤C für 𝛤-: [−𝑛; 𝑛] → ℂ; 𝑡 → 𝑡, 		𝛤.: [0; 𝑛] → ℂ; 𝑡 → 𝑛 + 𝑖𝜋𝑡,		 

−𝛤B: [−𝑛; 𝑛] → ℂ; 𝑡 → 𝑡 + 𝑖𝑛𝜋,−𝛤C: [0; 𝑛] → ℂ; 𝑡 → −𝑛 + 𝑖𝜋𝑡 ist dann  



∫ !!"#

"#$%(')
𝑑𝑧+

,+ = lim
4→+

∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧	
*(

. 

 Z∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧	
*3

Z = Z−∫ !!"(4'"10)

"#$%(D9041)
𝑑𝑡4

,4 Z ≤ ∫
E!!"(4'"10)E
|"#$%(D9041)|

𝑑𝑡4
,4

(1)
=
	
∫ !!10

"#$%(D)
𝑑𝑡4

,4

(2)
≤
	
2𝑛𝑒,.41

4→+
d⎯⎯f 	0 

(1) cosh(𝑡 + 𝑖𝑛𝜋) = -
.
g𝑒D9041 + 𝑒,D,041h = -

.
g𝑒D𝑒041 + 𝑒,D𝑒,041h = -

.
(𝑒D + 𝑒,D)𝑒041 +

-
.
𝑒,Dg𝑒,041 − 𝑒041h = cosh(𝑡) 𝑒041 + 0. 

(2) cosh(t) ≥ 1	für t∈ℝ 

Es gilt cosh(𝑧 + 2𝜋𝑖𝑘) = cosh(𝑧) 	𝑓ü𝑟	𝑎𝑙𝑙𝑒	𝑧 ∈ ℂ, 𝑘 ∈ ℤ 

Auf der kompakten Menge {𝑛 + 𝑖𝜋𝑡 ∶ 𝑡 ∈ [0; 2𝜋]} nimmt die stetige reellwertige Funktion |cosh| 
ein Minimum an. Da cosh nur auf Q01

.
(2𝑘 + 1), 𝑘 ∈ ℤk Nullstellen besitzt, ist    ≔

c ≔ min{|cosh(𝑛 + 𝑖𝜋𝑡)|: 𝑡 ∈ [0; 2𝜋]} > 0. Weiter ist 	{cosh(𝑛 + 𝑖𝜋𝑡) : 𝑡 ∈ [0; 2𝜋]} =
{cosh(𝑛 + 𝑖𝜋𝑡) : 𝑡 ≥ 0}, also 𝑐 = min{|cosh(𝑛 + 𝑖𝜋𝑡)|: 𝑡 ≥ 0}. 

Mit cosh(n + i𝜋𝑡) = -
.
g𝑒4𝑒01D + 𝑒,4𝑒,01Dh = -

.
(𝑒4 + 𝑒,4)𝑒01D + -

.
𝑒,4g𝑒,01D − 𝑒01Dh =

cosh(𝑛) 𝑒01D − 𝑖𝑠𝑖𝑛(𝜋𝑡)𝑒,4 folgt |cosh(n + i𝜋𝑡)| = ocosh(𝑛) 𝑒01D − 𝑖𝑠𝑖𝑛(𝜋𝑡)𝑒,4o ≥
|cosh(𝑛) − |sin(𝜋𝑡)|𝑒,4| ≥ cosh(𝑛) − 𝑒,4,         
also 𝑐 = min{|cosh(𝑛 + 𝑖𝜋𝑡)|: 𝑡 ≥ 0} ≥ cosh(𝑛) − 𝑒,4 > 0	𝑓ü𝑟	𝑎𝑙𝑙𝑒	𝑛 ∈ ℕ. Damit ist 

Z∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧	
*!

Z = Z∫ !!"(1'"04)

"#$%(4901D)
𝑖𝜋	𝑑𝑡4

6 Z ≤ 𝜋 ∫
E!!"(1'"04)E
|"#$%(4901D)|

𝑑𝑡4
6 ≤ 𝜋∫ !/!04

F
𝑑𝑡4

6 ≤ 1
F
q!

/!04

,.1
r
6

4

4→+
d⎯⎯f 0 

Analog zeigt man  |cosh(−n + i𝜋𝑡)| = ocosh(𝑛) 𝑒,01D − 𝑖𝑠𝑖𝑛(𝜋𝑡)𝑒,4o ≥ cosh(𝑛) − 𝑒,4 und 

damit Z∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧	
*5

Z ≤ 𝜋 ∫ !/!04

F
𝑑𝑡4

6 4→+
d⎯⎯f 0. 

Daraus folgt ∫ !!"#

"#$%(')
𝑑𝑧+

,+ = lim
4→+

∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧	
*(

= lim
4→+

∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧	
*(

+ 0 + 0 + 0 = lim
4→+

∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧	
* =

(𝑎) = 	 lim
4→+

s2𝜋𝑒,1 -,>!
/!0?1

-,!/!0
t = .1

!0,!/0
= 1

$GH%(1)
= 2𝜋𝑒,1 ∑ a -

!!0
b
/

+
/56 . 

 


