H20T3A2

a) Bestimmen Sie alle holomorphen Funktionen f: C\{0} — C mit Re f(z) > 0 fiir alle z € C \{0}.
Hinweis: Uberlegen Sie zunichst, warum die Singularitiit bei z = 0 hebbar ist.

b) Es sei Log : C\] — o0, 0] — C der Hauptzweig des Logarithmus. Bestimmen Sie den

3mi

Konvergenzradius der Potenzreihe von Log mit Entwicklungspunkt e + .

Zu a)

Da f: C\{0} — C holomorph ist, ist auch e : C \{0} — C holomorph mit |e‘f(z)| =e R/ <
e~ % = 1 fiir alle z € C \{0}. Damit ist 0 eine hebbare Singularitit von e und es gibt eine

e T®@ 7z £0
h(0),z=0

< 1. Somit ist h konstant nach dem Satz von Liouville, d.h. es gibt ¢ € C mit

holomorphe Fortsetzung h : C = C; z — { mit |h(z)| < 1fiir alle z € C. (denn

|h(0)] = |1ime-f(z>
z—-0
h(z) =c fiiralle z € C.

Wegen h(z) = ¢ = e /@ fiir alle z € C \{0} ist ¢ # 0 und daher gibt es | € C mit c=e", also ist

e~ @ = ¢ = eMfiiralle z € C\{0}, also gilt —f(z) — n = 2kmi, k € Z fiir alle z € C \{0}, bzw.
f(z) € {—n + 2kmi : k € Z}. Da dies eine diskrete Menge ist und somit keine offene Teilmenge
besitzt, so ist f konstant nach dem Satz von der Gebietstreue (da f holomorph auf dem Gebiet C\{0},
aber f(C\{0}) ist kein Gebiet).

Die gesuchten Funktionen haben also alle die Form f,, : C\{0} - C;z » w mitw € C,Re(w) > 0.

Zub)

31l 1

e+ =

i . 3m . 10 1
ﬁ+ﬁunddannlstdlst<e 4, ] —00,0]> = 1nf{|—ﬁ+ﬁ—x|x €] —00,0]} =5

SeiM = {z €C: [e3m/* — 7| < %}und f:M - C; z - Log(z) die Einschrankung Log|m.

Da M eine offene Kreisscheibe mit Radius % um e37i/4

konvergiert auf M, d.h. der Konvergenzradius der Potenzreihen-

1

E .

Fiir z = |z|e!® € C\] — o0, 0] (d.h. fiir ¢ €] — m,7[ ) gilt: Log(z) = In(|z|) + i¢. Deshalb gilt fiir

X €] = 0,0] : lim Log(|xle'*) = In(|x|) + ir # lim Log(|x|e'®) = In(|x|) — i und Log lasst
P/ ON—TT

ist, ist f holomorph und die Potenzreihen-

entwicklung von f um e37/4

entwicklung von Log in e3™/* erfiillt p >

sich deshalb an keiner Stelle x €] — oo, 0] stetig (also erst recht nicht holomorph) fortsetzen. Daher
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ist der Konvergenzradius von Log in e auch p < 5 (Denn sonst gibe diese Potenzreihe eine

holomorphe Fortsetzung von Log auf Punkte von | — oo, 0].)
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Insgesamt ist also p = é = dist (eT,] — 00, 0]) der Konvergenzradius der Potenzreihen-
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entwicklung von Logine + .






