
H20T1A3 

a) Begründen Sie, dass das Integral ∫ !
"#$ %&'())+',-())

𝑑𝜃$.
/  existiert. 

b) Bestimmen Sie den Wert dieses Integrals. 

 

Zu a) 

Das Integral existiert, denn |−2 cos(𝜃) + sin(𝜃)| < 3	𝑓ü𝑟	𝑎𝑙𝑙𝑒	𝜃 ∈ ℝ. (|−2 cos(𝜃) + sin(𝜃)| = 3 
kann ausgeschlossen werden, da cos(𝜃) = −1	𝑢𝑛𝑑 sin(𝜃) = 1 bzw. cos(𝜃) = 1	𝑢𝑛𝑑 sin(𝜃) = −1 
nie gleichzeitig auftreten kann. Damit ist 3 − 2 cos(𝜃) + sin(𝜃) > 0	𝑓ü𝑟	𝑎𝑙𝑙𝑒	𝜃 ∈ [0, 2𝜋], somit ist 
𝑓: [0, 2𝜋] → ℝ; 𝜃 → !

"#$ %&'())+',-())
 als Quotient stetiger Funktionen mit nullstellenfreiem Nenner 

wieder stetig, also auf dem kompakten Intervall [0, 2π] integrierbar. 

 

Zu b) 

Einsetzen von cos 𝜃 = !
$
H𝑒0) + 𝑒#0)I, sin 𝜃 = !

$0
H𝑒0) − 𝑒#0)I und 𝛾: [0,2𝜋] → ℂ; 𝑡 → 𝑒01 

𝑚𝑖𝑡	𝛾2(𝑡) = 𝑖𝛾(𝑡) liefert ∫_0^2π▒〖1/(3-2 cos(θ)+sin(θ) ) dθ〗=∫_0^2π▒〖1/(3-e^iθ-e^(-
iθ)+1/2i (e^iθ-e^(-iθ) ) ) dθ〗=∫_0^2π▒〖1/(3-γ(t)-1/γ(t) +1/2i (γ(t)-1/γ(t) ) )  (γ^' (t))/iγ(t)  
dt〗=∫_γ^ ▒〖1/(3-z-1/γz+1/2i (z-1/z))iz dz〗=∫_γ^ ▒〖2/(z^2 (1-2i)+6iz-(1+2i)) dz〗. 

𝑧$(1 − 2𝑖) + 6𝑖𝑧 − (1 + 2𝑖) = 0 hat die Lösungen #30±5(30)
!+6(!#$0)(!+$0)
$(!#$0)

= #30±√#"3+$/
$(!#$0)

=
#30±60
$(!#$0)

!+$0
!+$0

= !
8
H−3𝑖 + 6 ± (2𝑖 − 4)I, also 𝑧! =

!
8
(−5𝑖 + 10) = 2 − 𝑖; 𝑧$ =	

!
8
(−𝑖 + 2) = $#0

8
. 

𝑧$(1 − 2𝑖) + 6𝑖𝑧 − (1 + 2𝑖) = H𝑧 − (2 − 𝑖)I T𝑧 − $#0
8
U (1 − 2𝑖). Beide Nullstellen sind einfach, 

damit ist 𝑓: ℂ\ W2 − 𝑖; $#0
8
X → ℂ	; 𝑧 → $

9!(!#$0)+309#(!+$0)
= $

:9#($#0);<9#!"#$ =(!#$0)
 holomorph 

und lim
9→$#0

|𝑓(𝑧)| = ∞ = lim
9→!"#

$

|𝑓(𝑧)|, lim
9→$#0

H𝑧 − (2 − 𝑖)I𝑓(𝑧) = lim
9→$#0

$

<9#!"#$ =(!#$0)
= ⋯ = 0

$
, 

lim
9→!"#

$

T𝑧 − $#0
8
U 𝑓(𝑧) = lim

9→!"#
$

$
:9#($#0);(!#$0)

= ⋯ = − 0
$
. Deshalb sind beide Singularitäten Pole 

erster Ordnung und 𝑅𝑒𝑠(𝑓, 2 − 𝑖) = 0
$
, 𝑅𝑒𝑠 T𝑓, $#0

8
U = − 0

$
. 

Da 𝑠𝑝𝑢𝑟(𝛾) ∩ W2 − 𝑖; $#0
8
X = ∅ und 𝑛(𝛾, 2 − 𝑖) = 0, 𝑛 T𝛾, $#0

8
U = 1, gilt nach dem Residuensatz 

∫ !
"#$ %&'())+',-())

𝑑𝜃$.
/ = ∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧	

@ = 2𝜋𝑖𝑅𝑒𝑠 T𝑓, $#0
8
U = 𝜋. 


