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Gegeben sei die Fibonacci-Folge (fy)nen,> d-h. fo =1 = fiund f;, = f_1 + fr— flirn>2, sowie
die Potenzreihe F(z) = Yoo fn2z" und R € [0, o] sei der Konvergenzradius von F.

a) Zeigen Sie mit Hilfe des Quotientenkriteriums, das R > ' ist.
b) Zeigen Sie, dass (1 —z—z*)F(z) =1 fiir alle z € C mit |z| <R gilt.
¢) Bestimmen Sie den Konvergenzradius R von F.

Zu a)
Da f,, = 1 fur alle n € Ny, ist der Quotient Inta| — % =1+ f’}—_l wohldefiniert und wegen
n n n
fo = fr-1+ fo-2 = faa ist% < 1 und somit || < 2.
n n

Damit ist der Konvergenzradius R = 1f >

lim —Tfl“ 2

n-oo n

Zub)

Fiir |z| < R konvergiert F(z) = Yo_, f,2z" absolut, damitist (1 - z - z2)F(z) =

(1-2z-2) 350 fuz" = fo+2(fi — fo) + 2°(f = fi = fo) + Znes(fo — fae1 — fr2)Z2" = 1,
(denn fy =1=fiund f, = fn—1 + fn-2,2lS0 f, = fu_1 — fn—z = 0 flir n = 2) ebenfalls
konvergent, also (1 —z — z*)F(z) = 1 fiir alle z € C mit |z| <R.

Zuc)

2_7q(-
1 —z — 7? hat die Nullstellen z; , = 1+ 1_24( D

- 112/? . Insbesondere gilt |—%\E| >R,

da (1 —z—27z*)F(z) = 1 fiir alle z € C mit |z| <R im Widerspruchzu (1 —z-2z*)=01in z;, = — %ﬁ

Die Funktion g: C\ {— %\E} -C;z-

mit nullstellenfreiem Nenner. Da gIM

P ist holomorph als Quotient holomorpher Funktionen

@_1} holomorph ist, hat g|,, eine

ettt

Potenzreihenentwicklung um 0, die auf M konvergiert.

Auf{z € C:|z| < R} S M gilt (1 —z—22)F(2) = (1 —z—2?)g(z) = 1, also F(z) = g(z) =

1-z-2z2"

Da die Potenzreihenentwicklung von g um 0 auf M konvergiert und F = g auf {z € C: |z| < R} gilt,

konvergiert die Potenzreihe zu F auch auf M, d.h. R = @



