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a) Bestimme alle Lösungen y : R → R der homogenen reellen Differentialglei-
chung

y′′ + 2y′ + 2y = 0

b) Bestimme alle Lösungen y : R→ R der inhomogenen reellen Differentialglei-
chung

y′′(x) + 2y′(x) + 2y(x) = 15ex, x ∈ R

c) Zeige, dass es genau eine holomorphe Funktion f : C→ C gibt, mit

f ′′(z) + 2f ′(z) + 2f(z) = 15ez

für alle z ∈ C sowie f(0) = 3, f ′(0) = 2 und bestimme diese.

Zu a):

y′′+ 2y′+ 2y = 0 ist eine lineare, homogene Differentialgleichung 2. Ordnung mit
konstanten Koeffizienten.
Übergang zum charakteristischen Polynom: z2 + 2z + 2 = (z + 1 + i)(z + 1− i)

z1/2 =
−2±

√
22 − 4 · 2
2

= −1± i

⇒ R→ C, t 7→ e(−1+i)t R→ C, t 7→ e(−1−i)t

linear unabhängige Lösungen von y′′ + 2y′ + 2y = 0.

⇒ R→ R, t 7→ e−t cos(t) =
1

2
(e(−1+i)t + e(−1−i)t)

R→ R, t 7→ e−t sin(t) =
1

2i
(e(−1+i)t − e(−1−i)t)

sind linear unabhängige reellwertige Lösungen von y′′+2y′+2y = 0 und spannen
den 2-dimensionalen Lösungsraum von y′′ + 2y′ + 2y = 0 auf.



Zu b):

Die Lösungen bilden einen 2-dimensionalen affinen Unterraum von C2(R,R)
Ansatz: Cex = y(x) in Differentialgleichung:

Cex + 2Cex + 2Cex − 5Cex
!

= 15ex ⇒ y(x) = 3ex ist Lösung

⇒ {R→ R, t 7→ c1e
−t sin(t) + c2e

−t cos(t) + 3et : c1, c2 ∈ R} ist Lösungsraum

Zu c):

y′′ + 2y′ + 2y = 15et, y(0) = 3, y′(0) = 2 hat auf R eine eindeutige Lösung.

λ(t) = c1e
−t sin(t) + c2e

−t cos(t) + 3et

⇒ λ′(t) = −c1e−t sin(t) + c1e
−t cos(t)− c2e−t cos(t)− c2e−t sin(t) + 3et

λ(0) = c2 + 3
!

= 3 ⇒ c2 = 0

λ′(0) = c1 − c2 + 3 = c1 + 3
!

= 2 ⇒ c1 = −1

⇒ λ : R→ R, t 7→ −e−t sin(t) + 3et ist auf R die einzige Lösung von

y′′ + 2y′ + 2y = 15et, y(0) = 3, y′(0) = 2

λ ist eine Einschränkung von g : C→ C, z 7→ −e−z sin(z) + 3ez, holomorph.

Da die Einschränkung eines holomorphen f : C→ C mit
f ′′(z) + 2f ′(z) + 2f(z) = 15ez, f(0) = 3, f ′(0) = 2 auf R eine Lösung von

y′′ + 2y′ + 2y = 15et, y(0) = 3, y′(0) = 2 ist, gilt f
∣∣∣
R

= λ.

Daher ist R ⊆ {z ∈ C : f(z) = g(z)} für jedes holomorphe f mit f ′′(z) + 2f ′(z) +
2f(z) = 15ez, f(0) = 3, f ′(0) = 2 und da R in C Häufungspunkte hat (sogar
jeder Punkt ist ein Häufungspunkt!), folgt f = g nach dem Identitätssatz.


