H19T3A3

a) Formuliere den Satz von Liouville iiber ganze Funktionen

b) Sei f: C — C eine ganze Funktion. Zeige: Ist der Imaginérteil Sm(f) : C —
R nach unten beschrankt, so ist f konstant.

Zu a):

Satz von Liouville: Jede ganze (d.h. f : C — C) beschrinkte Funktion ist kon-
stant.

Beweis: (Bild)

—2)I(k+1)
TR
L[t Ree)
, z + Ree' it ¢
|f(z>|§%/‘ (Reiyz etijdt < 7 22 0
0

C :=sup{|f(w)] : w € C} < 0
= f'(z) =0 fiir alle z € C d.h. f ist konstant.

Zu b):

Betrachte expo(if) : C — C, z + ¢/(*) ganz.

Es gilt |ef?)| = eRelif(2) = ¢=3m(F() < ¢=M da exp |z monoton steigend.

Da Sm(f(2)) nach unten beschrankt ist, gibt es ein M € R mit M < (Im(f))(z)
fir alle z € Cund —M > —(Sm(f))(z) fir alle z € C

= ¢ := expo(if) ist eine ganze, beschrinkte Funktion, also laut Satz von Liouville
konstant.

9(C) = {c} = {2 e C}
Ist e’ = ¢ = ¢/ fiir 2z € C.
Aus den Abbildungseigenschaften von exp folgt f(z) € {£ + 2wik : k € Z}, d.h.
f(C) C{&+ 2mik : k € Z} und damit ist f(C) nicht offen, somit ist f nach dem

Satz der Gebietstreue konstant.



