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a) Formuliere den Satz von Liouville über ganze Funktionen

b) Sei f : C→ C eine ganze Funktion. Zeige: Ist der Imaginärteil =m(f) : C→
R nach unten beschränkt, so ist f konstant.

Zu a):

Satz von Liouville: Jede ganze (d.h. f : C → C) beschränkte Funktion ist kon-
stant.

Beweis: (Bild)
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C := sup{|f(w)| : w ∈ C} <∞

⇒ f ′(z) = 0 für alle z ∈ C d.h. f ist konstant.

Zu b):

Betrachte exp ◦(if) : C→ C, z 7→ eif(z) ganz.
Es gilt |eif(z)| = e<e(if(z)) = e−=m(f(z)) ≤ e−M da exp |R monoton steigend.
Da =m(f(z)) nach unten beschränkt ist, gibt es ein M ∈ R mit M ≤ (=m(f))(z)
für alle z ∈ C und −M ≥ −(=m(f))(z) für alle z ∈ C

⇒ g := exp ◦(if) ist eine ganze, beschränkte Funktion, also laut Satz von Liouville
konstant.

g(C) = {c} = {eif(z) : z ∈ C}

Ist eiξ = c = eif(z) für z ∈ C.
Aus den Abbildungseigenschaften von exp folgt f(z) ∈ {ξ + 2πik : k ∈ Z}, d.h.
f(C) ⊆ {ξ + 2πik : k ∈ Z} und damit ist f(C) nicht offen, somit ist f nach dem
Satz der Gebietstreue konstant.


