
H19T2A5

a) Formuliere den Riemannschen Abbildungssatz.

b) Formuliere das Schwarzsche Lemma.

c) Sei Ω ⊆ C ein einfach zusammenhängendes Gebiet und z0 ∈ Ω 6= C. Es seien
f : Ω→ Ω und g : Ω→ Ω biholomorph mit f(z0) = g(z0) und f ′(z0) = g′(z0).
Zeige, dass f = g gilt.

Zu a):

Der Riemannsche Abbildungssatz:
Sei G ( C ein einfach zusammenhängendes Gebiet. Dann existiert eine biholo-
morphe Abbildung G→ E, wobei E = {z ∈ C | |z| < 1} die Einheitskreisscheibe
bezeichnet.

Zu b):

Das Schwarzsche Lemma:
Es bezeichne E = {z ∈ C | |z| < 1} die Einheitskreisscheibe. Sei f : E → E eine
holomorphe Funktion mit f(0) = 0. Dann gilt |f(z)| ≤ |z| für alle z ∈ E und
|f ′(0)| ≤ 1.
Falls in einem Punkt z0 ∈ E, z0 6= 0 zusätzlich f(z0) = |z0| oder |f ′(0)| = 1 gilt,
so ist f eine Drehung, d.h. f(z) = eiλ · z für ein geeignetes λ ∈ R.

Zu c):

Aut(E) := {h : E→ E : h biholomorph}

= {gc,λ : E→ E, z 7→ eiλ
z − c
1− c̄z

: λ ∈ R, c ∈ E}

Aut0(E) := {h ∈ Aut(E) : h(0) = 0} = {g0,λ : E→ E, z 7→ eiλz : λ ∈ R}

Ist h : Ω→ E biholomorph (existiert nach dem Riemannschen Abbildungssatz)

⇒ h̃ := gh(z0),0 ◦ h Ω→ E biholomorph mit h̃(z0) = 0.

⇒ h̃ ◦ g−1 ◦ f ◦ (h̃)−1 : E→ E biholomorph mit

(h̃ ◦ g−1 ◦ f ◦ (h̃)−1)(0) = (h̃ ◦ g−1 ◦ f)(z0
f(z0)=g(z0)

= (h̃ ◦ g−1)(g(z0) = h̃(z0) = 0

⇒ Es gibt λ ∈ R mit h̃ ◦ g−1 ◦ f ◦ (h̃)−1 = eiλidE

⇒ g−1 ◦ f = eiλ(h̃)−1 ◦ idE ◦ h̃ = eiλidΩ ⇒ f = eiλg ⇒ f ′(z) = eiλg′(z) und

f ′(z0) = g′(z0) ⇒ eiλ = 1

(Typischer Trick für solche Aufgaben!)


