H19T2A4

Gegeben sei ein Vektor ¢ € R” und reelle (n x n)-Matrizen A, B, M. Wir be-
trachten die affine Differentialgleichung

T =Mz +c

Zeige:

a)

Ist y : R — R” eine Losung der obigen Differentialgleichung zum Anfangswert
y(0) =0, so ist
z(t) =eMzo+y(t), t€R

eine eindeutig bestimmte Losung zu dem Anfangswert z(0) = .

b) Genau dann existiert fiir jedes d €® eine Losung des Randwertproblems
=Mz +c, Az(0) + Bz(1) =d,
wenn die Matrix
C := A+ BeM
invertierbar ist. Unter der Annahme, dass dies der Fall ist, driicke die Losung
des Randwertproblems durch y wie in a) aus.
¢) Setzen wir
o kal
F(X):= X
k=1
fiir eine reelle (n x n)-Matrix X, so ist die in a) definierte Funktion y gegeben
durch
y(t) =tF(tM)c
Hinweis: Man darf verwenden, dass man bei konvergernten Potenzreihen Sum-
mation und Ableitung vertauschen darf.
Zu a):

Da €™ eine Fundamentalmatrix zu # = Mz bildet, ist die Losung y : R — R”
zu it = Mz+c, (0) =0 gegeben als:

t

y(t) = etM/e_SMC'dS

0

und die Losung A : R — R™ zu & = Mz + ¢, 2(0) = z, ist gegeben als

t
At) = e™Mag + ™M / e *MCds = e™xg + y(t)
0




Zu b):

Jede Losung A : R — R™ von & = Mx + ¢ ist durch A(0) eindeutig festgelegt,
denn laut Losungsformel gilt

1
A(t) = ™\ (0) + M / e *Mcds
0

( = A1) = M \(0) + eM/leSMcds)

7=" Gibt es fiir jedes d € R" eine Losung von & = Mz + ¢, Az(0) + Bz(1) = d,

1
so existiert Ay : R — R" mit A\y(t) = e™A4(0) + ™ [ e *Mcds und
0

AXg(0) + BAg(1) = d = AXy(0) + B(eMAg(0) + M / e *Meds)

t ~ ~

oder (A+ BeM)X\y(0) = d— BeM [ e=*Mcds =: d lasst sich fiir jedes d € R™ 1sen,
0

dh. A+ BeM R - R" 2+ (A+ BeM)z

Dimensionsforme]

A+ BeM : R® — R" ist bijektiv & A + BeM € M(n x n,R)
invertierbar.

"<" Ist A+ BeM invertierbar, dann gibt es fiir jedes d € R™ eine Losung von

1
(A+ BeM))\4(0) = d — BeM / e~ Meds =: d
0
1
némlich (A + Be™) ' (d — BeM [e*Mcds) = wy
0
1
Mg (0); Ay (1) = Mg + eM/eSMcds = Ay, (0) + By, (1) =
0

1
(A+ BeM)wy + BeM / e *Meds = d
0



Zu c):
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Diese Potenzreihe <k21 :

) konvergiert auf C <da limsup *3/|%| = O)
k—o0 ’

= F(X):=>] % konvergiert fiir alle X € M(n x n,R)
k=1
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0 o k=0 lokal gleichm. konv. k=0 {
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~ kK (k+1) s=0 = (k+1)!



