H19T1A5

a)

Gib zu beliebig vorgegebenen Anfangswerten (zg,10) € R? eine auf ganz R
definierte Losung des linearen Systems von Differentialgleichungen

r =Y

y =z
mit Anfangsbedingungen x(0) = xg, y(0) = yo explizit an und weise nach,

dass diese Losung die einzige ist. Zeige weiter, dass es fiir jede Losung des
Systems eine Konstante C'(xq,yo) gibt mit

x(t)* —y(t)? = C(zo,y0) fiir alle ¢
Gib C(xg,yo) explizit an.

Sei (g, yo) € R? ein Punkt im offenen dritten Quadranten, d.h. es gelte xo < 0
und yy < 0. Zeige, dass das Anfangswertproblem

v +1
2zy

y/(‘r) = ) y(ﬂfo) = Yo

eine eindeutig bestimmte maximale Losung besitzt und bestimme diese ex-
plizit unter Angabe des Definitionsbereich.

Zu a):

Ist eine homogene lineare, autonome Differentialgleichung der Form

() = () mea= (0 0)

Diese hat eine eindeutige auf R definierte maximale Losung

| , ia (20 [ cosh(t)xg + sinh(t)yo
AMRoRY, tere <y0> - (sinh(t)xo+cosh(t)yo

=1 0) (3 0) =0 )
oA — g; t;j')k ) ((1) (1)> g (t2l <(1) é) lio: 27;2_1:11
(3 %)t (0 0) s — (S0 30
(cosh(t)xg + sinh(t)yo)? — (sinh(t)zg + cosh(t)yo)* =
= (cosh(t))*(x — ) + (sinh(t))*(y — 27) =
= (25 — y3)((cosh(t))* — (sinh(t))*) = x5 — y5




Alternative:

Wir setzen fiir ¢ € R:
x(t) = x cosh(t) + yo sinh(¢) (1)
y(t) = xosinh(t) + yo cosh(t) (2)
Wegen cosh’ = sinh und sinh’ = cosh gilt in der Tat 2 = y und 3 = z, und
wegen cosh(0) = 1, sinh(0) = 0 folgt in der Tat z(0) = zy und y(0) = yo. Die
Funktionen x und y l6sen also das gegebene Anfangswertproblem.

Zur Eindeutigkeit der Losung:* Gegeben sei eine weitere Losung 7,7 : R — R des
gleichen Anfangswertproblems; wir bilden

u=I+y (3)
V=T —7 (4)
Dann folgt:
W=F+y=+79=u (5)
V=1 —-yg=9g-—1=—v (6)

Mit den Abkiirzungen a(t) := e *u(t) und b(t) := e'v(t) mit t € R erhalten wir:
a(t) = —eut) + e (t) =0

V(t) =ev(t)+ev'(t)=0

sodass nach dem Satz von Rolle a und b konstante Funktionen auf R mit dem
Wert a(0) = Z(0) 4+ 9(0) = x¢ + yo bzw. b(0) = Z(0) — §(0) = 29 — yo sind. Wir
schliefen fir alle t € R:

u(t) = ela(t) = (xo + yo)e' (7)
v(t) = e~'b(t) = (z0 — yo)e ™" (8)
und hieraus
() = %(u(t) +o(t)) P 10 cosh(t) + yosinh(t)
(8 = ~(u(t) — v(t)) P g sinh(t) + yocosh(t)

wie zu beweisen war.
SchlieBflich gilt fiir ¢ € R nach der Kettenregel:

%(:B(t)2 —y(t)*) = 2u(t)2'(t) — 2y(t)y'(t) = 22(t)y(t) — 2y(t)a(t) = 0

sodass nach dem Satz von Rolle die Funktion R 3 ¢ — z(¢)? — y(¢)? konstant mit
dem Wert

C(ﬁoa yo) = $(0)2 - y(0)2 = x% - yg

1st.

!Man kann die Eindeutigkeit natiirlich auch mit dem Satz von Picard-Lindel6f sehen. Fiir
diesen Beweis wihlen wir allerdings einen elementaren Zugang.



Zu b):

(0, Y0) €] — 0050[2
Beh.: ¢/(z) = szJ;l, y(x9) = yo hat eine eindeutige maximale Losung, denn
2
y-+1
f :] - 0070[2_> ]R7 ('Tay) = zxy € Cl(] - 0070[2)

also ist der Existenz- und Eindeutigkeitssatz auf ¢’ = f(x,y), y(xo) = yo anwend-
bar.

Trennen der Variablen:
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Alternative:

Die rechte Seite der DGL ist fiir (x,y) € U := (R \ 0)? definiert. Der offene drit-
te Quadrant Q = (R_)? ist die Zusammenhangskomponente von U, die (g, )
enthélt, sodass der Graph jeder maximalen Losung des gegebenen Anfangswert-
problems in in Q liegt. Es sei y : I — R_ mit einem offenen Intervall I C R_
eine solche maximale Losung. Dann folgt fiir x € I mit der Quotienten- und
Kettenregel:

dy@?+1_ 2y(@)y @)z — (=)’ +1) _
dx x x?

wobei wir beim letzten Gleichheitszeichen die gegebene DGL verwendet haben.
Wir folgern, dass die Abbildung:

y(z)® +1
X

f:I—=R, f(z)=

konstant ist, und zwar mit dem Wert:

x0)?+1  yi+1
c = f(mo) _ y( 0) _ Yo
Zo Zo
Das bedeutet fiir alle z € I:
y@)P+1_

also aufgelost nach y(x) unter Verwendung von y(z) <0 :
y(r) = —ver —1

Die rechte Seite davon ist fiir cx — 1 > 0 definiert, also fiir

1 Zo
< x,:=—= 3
c Y+l

wobei wir ¢ < 0 verwendet haben (giiltig, wenn 2y < 0 < 32 + 1 ). Allerdings

divergiert die Ableitung
d 2
d Jytl r—1
dx o

fir x 7 w., sodass x. selbst nicht mehr zum Definitionsbereich der maximalen
Losung y : I — R_ gehoren kann. Es folgt I C| — oo, /.
Umgekehrt erfiillt die Abbildung:

y:]—oo, x| R, yz)=—Ver—1
in der Tat die Anfangsbedingung y(x¢) = yo < 0 und die gegebene DGL wegen
c cx  yr+1

c
/
Tr) = — = =
y () 2Ver —1  2y(x) 2y 21y

Damit ist gezeigt, dass

Yo +1
y:]—o0, x> R, ylx)=—Vexr—1 mit c=

Zo

die eindeutig bestimmte maximale Losung des gegebenen AWP ist.



