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Wir betrachten den Weg ~ : [0, 27] — C definiert durch

v(t) =

/2 4 e2(t=™)  fiir ¢ € [0, 7]
—1+i+ 2" fiir t € (m, 27

a) Skizziere den Weg 7 (entweder in Worten oder mit Hilfe einer Skizze).

b) Berechne

[z,
L (224 1) (2% = 3 + 4i) '

Hinweis: Berechne (2 — 7).

Zu a):

Es ist €™/2 = cos(m/2) + isin(n/2) =i und ¥~ = 2t . g72m = 2t

Im Abschnitt [0, 7] beschreibt v also einen Kreisrand um 7 mit Radius 1, der
einmal in positiver Richtung durchlaufen wird.

Weiter ist 2et = 2e*t=4m — 9¢4i(t=m) — 2. ¢2(2(=m)  Damit beschreibt v im
Abschnitt [, 27] einen Kreisrand um —1+4 mit Radius 2, der zweimal in positiver
Richtung durchlaufen wird. Das Innere von 7| -] ist insbesondere im Inneren von
Yir 2+ enthalten.

Zu b):

Wir folgen dem Hinweis und stellen fest: (2 —i)> =4 — 1 —4i = 3 — 4.
Wir definieren also

FioC\{£it2—-1) — C
(z=(2=i))e” (z=(2=0))-e”*
z Y B D2 34E) . (=) (e 2=0) (o= (2=1)

f ist offensichtlich holomorph. Wir bestimmen zunéchst die Umlaufzahlen von ~
um die isolierten Singularitidten +i, £(2 — 7). Es ist:

(=1+d)—(2—1d)|=|—-3+2i|=vVo+4>2
(—1+i) — (—i)] = | —1+2i] =5 > 2.

Und damit sind 2 —¢ und —¢ nicht im Inneren von ’y\[mgﬁ] und damit insbesondere
nicht im Inneren von 7 enthalten. Thre Umlaufzahlen sind also 0. Wegen |i—i| = 0
ist ¢ im Inneren von 7|[077r] und damit auch im Inneren von 2. enthalten; es
folgt also n(v,1) = n(v|jo,x, %) + n(V|r2nr, ) =1 +2 = 3.

Andererseits ist (=1 4+¢) + (2—4)| =1 < 2und |[i+(2—14)] =2 > 1 und
damit —(2 —¢) im Inneren von 7| 24, aber nicht im Inneren von | . Es folgt
n(v, =2 +1) = n(¥|px, =2 + 1) + n(V|prom, —2+1) =04+ 2 =2.



Weil fiir z € C\ {4, (2 — i)}

‘ o oiz B o—i(2—i)
A . Y e ) Rl T ) B
(= =) - Jl = lim e e e =) “ 22 SOV

gilt, sind i, —2 + ¢ Pole erster Ordnung von f mit Residuen Res(f,i) = <,

Res(f,—2+1) = S50 . (L = el 1

Aus dem Residuensatz ergibt sich damit:

(Z_(Q_i))'eiz _ . . n(~v.a) - Res(f.a
/V(Z2+1)(2’2—3+4z') dz_lfdz—Qﬂl > (7, a) - Res(f, a)

ac{+i,+(2—1)}




