H18T3A3

Es sei f: R? — R? mit
(y1.y2) = (U — yi(ye + 1) — 2, —2s)".

a) Bestimme die Gleichgewichtspunkte von 3’ = f(y).

b) Seien ¢ = (¢1,¢5) € R2und f : R2 — R2 mit f(y1, y2) := f(y1 + c1, 42 + ¢2).
Zeige, dass y eine asymptotisch stabile Losung von y' = f(y) genau dann ist,
wenn §j = y — ¢ eine asymptotisch stabile Losung von ' = f(7) ist.

c) Uberpriife, ob die Gleichgewichtspunkte aus a) asymptotisch stabile Losungen
sind.

Zu a):

Die Gleichgewichtspunkte sind gegeben durch die Nullstellen von f. Es gilt fiir
y = (y1,%2) € R*:

f)=0 & (F—nlp+1)—2=0) A=2y=0
& p=0AW-n-2=wm+1xm -2 =0)
< Y& {(_170);(270)}'

Also sind (—1,0), (2,0) die Gleichgewichtspunkte von f.

Zu b):

Wir bemerken zunéchst, dass fiir Funktionen <il ( t;
2

I
t o At)—c B

v =70 < (V) = () 26 =760 + .30+ = 1000

& XN(t) = F(A@1)

Cenau dann ist A also Losung von ' = f(y), wenn A Losung von i = f(7)
ist. Wir stellen weiter fest, dass f offensichtlich stetig differenzierbar und damit
insbesondere lokal Lipschitzstetig ist. Es gibt also zu jedem Anfangswertproblem

v =fly), ylr)=¢ (1)

mit 7 € R,§ € R? eine eindeutige maximale Losung fir¢) @ Iirg) — R? mit
einem offenen Intervall I(;¢), das 7 enthélt. Nach der obigen Bemerkung ist damit
/:L(T,E—C) : I(Tvg) - RQ

t = pEet) —c

7 =Ff@), gr)=£&—c (2)

die eindeutige maximale Losung zu



Fiir a < 0 ist nun y :]a, oo[— R? eine asymptotisch stabile Lésung der autonomen
Differentialgleichung v = f(y), wenn es ...

1. ... fiir alle e > 0,7 > a ein 6 > 0 gibt, sodass
I 2 [m o0l und |lpee(t) -yl <e
fiir alle & € R? mit || — y(7)|| < d, t > 7 gilt und auBerdem
2. ...ein n > 0 gibt, sodass
I 2 ool und I [[re(t) — ()] = 0

fiir alle £ € R? mit || — y(7)|] < 7 ist.

Dann und nur dann, gibt es aber auch fiir jedes € > 0,7 > 0 ein 6 > 0

Iirgy 2[00l und  ire—) = 9l = [0, () — ¢) = (y — )| = [nog) —yl <e
firalle | —c—g| =] —y| <dund t > 7, und ein n > 0, sodass
log 2 frocl und  Jim [[igre)(t) — 50| = Jim [l (6) — y(0)]| = 0

fiir alle £ € R? mit || — y(7)|| < 7 ist. auch weil die Intervalle, auf denen g, ¢)
und fi(-¢) definiert sind, tibereinstimmen. Damit folgt die Behauptung.

Zu c):

Mittels Linearisieren stellen wir (fiir die offensichtlich stetig differenzierbare)
Funktion f fest:

I = (17T )

Damit ist

(Jf)(—1,0)2<_03 _12) sowie (Jf)(2,0)=(g _22>

Die Realteile der beiden Eigenwerte —3,—2 von (Jf)(—1,0) sind damit alle ne-
gativ und (—1,0) damit eine asymptotisch stabile Ruhelage.

Der Realteil des Eigenwerts 3 von (Jf)(2,0) ist damit positiv und (2,0) damit
keine asymptotisch stabile Ruhelage.



