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a) Die Zahl a ∈ R erfüllt a > 1. Zeige, dass die Gleichung

zea−z = 1

genau eine Lösung z ∈ C mit |z| < 1 besitzt und dass diese Lösung reell und
positiv ist.
Hinweis: Wende den Satz von Rouché auf die Funktion f(z) := zea−z − 1 an
und wählen als Vergleichsfunktion g(z) := zea−z.

b) Zeige, dass gilt:

∫ π

0

1

3 + 2 cos(ϑ)
dϑ =

π√
5
.

Zu a):

Wir folgen dem Hinweis und stellen fest, dass für z ∈ ∂E - wobei E die offene
Einheitskreisscheibe bezeichne - gilt:

|g(z)| =
∣∣zea−z∣∣ = |z|

∣∣ea−z∣∣ = eRe(a−z) = ea−Re(z) ≥ ea−1 > e0 = 1 = | − 1|

Nach dem Satz von Rouché haben damit g und g− 1 = f gleich viele Nullstellen
in E. Weil g genau eine einfache Nullstelle bei 0 hat, gibt es also auch genau ein
z ∈ E mit

0 = f(z) = g(z)− 1 = ea−z − 1 ⇔ ea−z = 1.

Wegen f(0) = −1 und f(1) = ea−z−1 > 0 muss f aufgrund des Zwischenwertsat-
zes - angewendet auf die Einschränkung f |R - eine Nullstelle in ]0, 1[ aufweisen.
Damit ist die einzige Nullstelle von f bzw. Lösung der Gleichung zea−z = 1 in E
im Intervall ]0, 1[, also positiv und reell.

Zu b):

Mit der Substitution ϕ = 2π − ϑ und mit cos(2π − x) = cos(x) ∀x ∈ R ist∫ 2π
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Wir definieren zunächst den Weg
γ : [0, 2π] → C

t 7→ eiϑ
und stellen hiermit fest:
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·
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z2 + 3z + 1
dz.
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gilt. Die Umlaufzahl des einmal durchlaufenen, positiv orientierten Kreiswegs γ
um den Ursprung mit Radius 1 ist im Inneren (also in der Eiinheitskreisscheibe)
offensichtlich 1 und außerhalb Null. Daher sind die Umlaufzahl n(γ, a+) = 1 und

n(γ, a−) = 0. Schreiben wir also
f : C \ {a±} → C

z 7→ 1
z2+3z+1

= 1
(z−a+)(z−a−)

, so

ist a+ wegen

lim
z→a+

(z − a+) · f(z) =
1

a+ − a−
=

1√
5
∈ C \ {0}

ein Pol erster Ordnung mit Residuum Res(f, a+) = 1√
5
. Damit ist nach dem

Residuensatz (weil f holomorph und γ nullhomolog in C ist):∫ π

0

1

3 + 2 cos(ϑ)
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2i

∫
γ

f dz

=
1

2i
· 2πi · [n(γ, a+) · Res(f, a+) + n(γ, a−) · Res(f, a−)]

= π
1√
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