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In dieser Aufgabe bezeichne H := {z € C | Im(z) > 0} die obere Halbebene und
S:={z€C|0<Re(z) <1} einen Streifen in C.

a) Gib (mit Begriindung) eine holomorphe, bijektive Abbildung ¢ : S — H an.

b) Bestimme eine holomorphe bijektive Funktion f: S — S mit f (%) = i

Zu a):

Betrachte fiir den Streifen S’ = {z € C | 0 < Im(z) < 7} die beiden Funktionen

S = 9 and S =
z o amz z = €f
i, S — . . .
Deren Komposition Ly pin ist dann eine holomorphe, bijektive Ab-

bildung:

Wir zeigen zuerst g(S) = H.

Fiir s = x +iy € S ist g(s) = €™ = €™ - ™ und damit Im(g(s)) = sin(7rz) -
e~™ > 0, da nach Voraussetzung x €]0, 1[; daher ist g(S) C H.

Ist andererseits h € H vorgegeben, so schreibe h = re’? in Polarkoordinaten
(r, ) € [0, 00[x][0, 27].

Als Element der oberen Halbebene weist h positiven Imaginérteil Im(h) = r-sin ¢
auf, also ist ¢ €]0, 7[. Damit ist s := £ — £1In(r) ein Element des Streifens S mit
g(s) = €™ = e+ — p_es folgt g(S) = H.

Zum Nachweis der Injektivitdt nehmen wir g(s) = g(s') fir s = = + iy, s =
' +1y €8S an.

Dies ist dquivalent zu 1 = e"¢=%) = ¢im(@=") . e=(=4") ynd damit y = 3/ und
x =2’ + 27k, k € Z. Da der Streifen S nur Realteile zwischen 0 und 1 zulésst,
folgt schlieBlich x = z’ und hieraus s = §'. Insgesamt ist g : S — H also eine
bijektive Abbildung, die als Verkettung holomorpher Funktionen holomorph ist -
wie gewiinscht.

Zu b):
Wir bemerken g (1) = €2 = i und g (1) = €7 = 1—\}2 und definieren daher

2
h: H — H

1l-z+1 _ z+

z = 0z4+v2 V2

—_

Bei h handelt es sich um eine Mobiustransformation, die wegen det <(1) \}5) =

v/2 > 0 und des Isomorphismus’ Aut(H) = SLy(R) eine holomorphe Selbstabbil-
dung der oberen Halbebene darstellt. [Wenn man das nicht weif, kann man dies
auch analog wie in a) nachrechnen.]



S — S

z = (g7lohog)(z)

Als Verkettung holomorpher, bijektiver Abbildungen ist f auch holomorph; ¢!
ist dabei als Umkehrfunktion einer holomorphen, bijektiven Funktion wieder ho-
lomorph - dies ist eine Konsequenz aus dem Umkehrsatz.

Definiere schlussendlich U

Zur Sicherheit geben wir f noch explizit an. Hierzu stellen wir zunéchst fest, dass
die Umkehrfunktion von g durch ¢g7!(z) = %Log(z) gegeben ist, wobei Log den
Hauptzweig des komplexen Logarithmus bezeichne. Es folgt:

1) = o (S

i V2

in . og(eim/4 n i
und f (3) = ;- Log (e \//2;1) = ;;Log (2 21) _ Los(en) _ (n@+iE) g
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