H18T1A2

Bezeichne D := {(z,y) € R?* : y > —2?} den Definitionsbereich der Funktion f :
D — R mit f(z,y) = 2>+ y* + 2.

a) Skizziere die Menge D.
b) Zeige, dass die Funktion f ein globales Minimum besitzt.

c¢) Bestimme das globale Minimum von f sowie alle Stellen in D, bei denen diese
angenommen werden.

Zu a):

Es handelt sich um den Bereich oberhalb der an der z-Achse gespiegelten Nor-
malparabel in R%. (image to be added)

Zu b):
Wir formen um - es gilt fiir (z,y) € D:
Py ry=2 4y 2+l -1=2"+(y+ 1) -1>—1

Sei nun K := {(z,y) € R* | 2? + (y + 1)? < 2} die offene Kreisscheibe um den
Punkt (0, —1) mit Radius 2.

Der Abschluss D N K ist beschriankt und damit kompakt. Weil die Menge D N K
z.B. den Punkt (0,0) enthélt, ist sie auch nicht leer.

Die stetige Funktion f nimmt damit auf dem Kompaktum D N K ein Minimum
an, das wegen der folgenden Abschétzung fiir (z,y) € D \ K sogar global (also
auf ganz D) ein Minimum von f ist:

f(z,y).

P4+ (y+1°-1>2-1=1>0=f(0,0) > min
—_——— (z,y)eDNK
>2, da (z,y)¢K

Zu c):

Sei nun a = (z,y) € D eine Stelle, an der f sein globales Minimum annimmt.
Wir zeigen zunéchst, dass a auf dem Rand von D liegt: Betrachten wir die Zuord-
nung g : (z,y) — 22 +y* + 2y auf ganz R?, so folgt fiir alle (z,y) € R\ {(0,—1)}:

2?4 (y+1)?* =1>0—-1=—1=g(0,-1).
—_————
>0, da (z,y)#(0,—1)
Damit ist (0, —1) die einzige globale Minimalstelle von g : R? — R.
Wiirde f = g|p sein globales Minimum nicht am Rand 0D annehmen, so wére a

gleichzeitig auch Minimalstelle von g. Da andererseits die einzige Minimalstelle
von g, (0, —1), nicht in D liegt, ist diese Moglichkeit ausgeschlossen.



Es folgt a € 0D, also a = (x, —x?). Wegen
floo(z,y) = flx, —2?) = 2® + (—2%)? + 2(—2?) = 2* — 2* = h(z), Vz €eR.

ist zu jeder Minimalstelle x von h auch (x, —2?) eine Minimalstelle von f und
andersherum.

Die Minimalstellen von A sind gerade die Stellen, fiir die

0="h(r)=42" - 22 =4z (x—%) (x—l—%) SxE {0,:&%}

und auferdem 0 < h”(x) = 122% — 2 gilt. Daher sind i\/Li die beiden (einzigen)

Minimalstellen von A und entsprechend <:|:\/i§, —%) die einzigen Minimalstellen
von f. Fiir diese ist



