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a) Bestimme die Menge K C R, die genau diejenigen = € R enthiilt, fiir welche

die Reihe ;7| (zx\}f’)k gegen eine reelle Zahl konvergiert.

b) Fiir a € C bezeichne v, : [0, 27] — C den durch 7,(t) := a+2¢" beschriebenen
Weg. Bestimme den Wert des komplexen Wegintegrals
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fir alle a € C mit |a| # 2.

Zu a):

Wir formen die gegebene Reihe zunéchst um:

Wir konnen die Reihe damit als Potenzreihe um den Entwicklungspunkt a = —%

auffassen. Die Potenzreihe konvergiert in jedem Fall innerhalb des Konvergenz-
kreises, dessen Radius wir mithilfe des Quotientenkriteriums bestimmen kénnen:

Betrachte
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Der Konvergenzradius der Potenzreihe ist damit p := % = 1/2. Insofern kon-

vergiert die obige Reihe fiir x €] — 2, —1[ und divergiert fiir z €] — 0o, —2[ und
xr €] —1,00].

Fiir die beiden noch nicht untersuchten Punkte stellen wir fest:

Ist © = —2, so ist Got)® (—1)*- i. Weil die Folge <L> eine Nullfolge ist,

vk VE/ ken
konvergiert die Reihe )" ° 2”3 = (=1)F \/1E nach dem Leibnizkriterium.
Ist x = —1, so gilt (21’;;%{3) = \/LE =5 —75. Weil Reihen der Form ) 7 | 7 genau im

Fall a > 1 konvergleren, divergiert die Reihe hier.
Insgesamt folgt K = [—2, —1].



Zu b):

Wir berechnen zuerst die Umlaufzahl des offensichtlich geschlossenen, stiickweisen
C1-Weges v, um a:

1 1 1 [ 1 : 1
0y @) = = dz = — —_— 2 dt = — i - 2r = 1.
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Ist nun 0 in derselben Zusammenhangskomponente von C \ Spur(y,) wie a -
weil 7, einen Kreisweg mit Radius 2 um a parametrisiert ist das dquivalent zu
la — 0] < 2 - so gilt n(7,,0) = n(v,,a) = 1; andernfalls liegt 0 in der unbe-
schrénkten Zusammenhangskomponente von C \ Spur(v,), weshalb fiir |a| > 2
f: C — C

z = 1-2z
holomorphe Funktion mit f'(z) = —4z und f”(z) = —4 definiert und wenden
schlieflich die Cauchy-Integralformel an:
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gerade n(v,,0) = 0 folgt. Weiter bemerken wir, dass , eine




