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Sei f : C→ C, z 7→
∑zk

k=0 akz
k holomorph.

a) Stelle für k ∈ N0 und r > 0 die Koeffizienten ak der obigen Potenzreihe durch
ein Wegintegral über {z ∈ C : |z| = r} dar. Folgere daraus

|ak| ≤ r−kmax{|f(z)| : |z| = r}

b) Für ein n ∈ N0 gelte zusätzlich lim sup|z|→∞ |z|−n|f(z)| < ∞. Zeige, dass f ein
Polynom vom Grad ≤ n ist.

c) Für ein n ∈ N0 gelte nun zusätzlich lim inf |z|→∞ |z|−n|f(z)| > 0. Zeige, dass f ein
Polynom vom Grad ≥ n ist.

Zu a):

ak =
f (k)(0)

k!
, γr : [0, 2π]→ C, t 7→ reit

Dabei ist γr ein geschlossener, stückweiser C1-Weg. Die Umlaufzahl für diesen Weg
ist:
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Zu b):

c := lim sup|z|→∞ |z|−n|f(z)| < ∞ ⇔ Für alle ε > 0 gibt es R(ε) > 0, sodass
|z|−n|f(z)| < c + ε∀z ∈ C \ {z ∈ C : |z| ≤ R(ε)} = {z ∈ C : |z| > R(ε)}. Für

k ∈ N, k > n gilt: |ak| =
∣∣∣ 1
2πi

∫
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(c+ ε)rn−kdt = (c+ ε)rn−k →r→∞ 0

d.h. ak = 0 für k > 0, daher ist f Polynom vom Grad ≤ n

Zu c):

b := lim inf |z|→∞ |z|−n|f(z)| > 0 ⇔ Für alle ε > 0 gibt es R(ε) > 0, sodass
|z|−n|f(z)| > b − ε für alle z ∈ {z ∈ C : |z| > R(ε)}. Für ε = b

2
gilt: |z|−n|f(z)| > b

2

für alle z ∈ {z ∈ C : |z| > R( b
2
)}. Für die Funktion g : C \ {0} → C, z 7→ znf( 1

n
) ist

g
(
{z ∈ C : |z| < 1

R( b
2
)
}
)

nicht dicht in C, d.h. 0 ist keine wesentliche Singulariät von

g und von C \ {0} → C, z 7→ f
(
1
z

)
bzw. von f .


