Herbst 17 Themennummer 3 Aufgabe 4 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

Sei f : [0,00) = [0,00) stetig mit [;* f(t)dt = oo, und sei z : [0,00) — R eine Losung
der Differentialgleichung
T+ f(t)r=0 mit xz(0)=1.

Zeigen Sie:

Die Losung x besitzt unendlich viele Nullstellen, die keinen Haufungspunkt besitzen, in
jeder Nullstelle hat = eine von Null verschiedene Ableitung, und zwischen zwei benach-
barten Nullstellen ist  entweder positiv und konkav oder negativ und konvex.

Losungsvorschlag:

Die Differentialgleichung ist linear von zweiter Ordnung, fiir alle xp € R gibt es
daher eine eindeutige Losung auf [0, 00) mit 2/(0) = xy und z(0) = 1. Weil die
Nullfunktion eine Lésung der Differentialgleichung ist, in jeder Nullstelle verschwin-
dende Ableitung hat, aber die Anfangsbedingung nicht erfiillt, folgt dass x in jeder
Nullstelle eine von Null verschiedene Ableitung hat. Wir zeigen nun zunéchst die
folgende Aussage:

Fiir alle ¢y € [0,00) mit z(tg) # 0, gibt es eine Nullstelle ¢; von z mit ¢; > t,.
Die Menge {t € (tp,00) : x(f) = 0} ist also nichtleer, nach unten beschriankt
und abgeschlossen, weil x stetig ist. Sie besitzt also ein Minimum ¢, fiir welches
sen(@'(12)) = —sgn(a(to)) gilt.

Sei ty € [0,00) beliebig, aber keine Nullstelle von x. Wir setzen zunéchst z(ty) > 0
voraus und nehmen an, dass x keine Nullstelle hat, die grofler als ty ist, dann ist
x(t) > 0 fiir alle ¢ > t(, weil x mindestens zweimal differenzierbar sein muss, also
stetig ist. Aus der Differentialgleichung folgt =" (t) = — f(¢t)x(t) < 0 fiir alle ¢ > ¢y,
also ist = konkav und die erste Ableitung x’ fillt monoton. Wir unterscheiden jetzt
zwei Falle, ndmlich 2/(tp) < 0 und 2/(ty) > 0 :

2'(tg) < 0 : Weil f nicht konstant 0 sein kann (sonst wére das Integral 0), muss
es ein t > to geben, fiir das f(¢) > 0 ist und daher 2/(¢) < 0 ist, woraus ' > 0
auf [t,00) folgt, weil die Ableitung monoton fallend ist. Auf [¢,00) ist nun z(s) =
x(s) — x(t) + z(t) = z(t) + [ 2'(u) du < x(t) + 2/ (t)(s — t), was fiir s — oo gegen
—oo divergiert, im Widerspruch zu x > 0. Hier ergibt sich also ein Widerspruch und
dieser Fall tritt nicht ein.

2'(tp) > 0 : Falls es ein w > 0 mit z’'(u) < 0 gibt, erhalten wir analog zu gerade
einen Widerspruch, also muss 2’ > 0 auf [ty, 00) sein, woraus sofort folgt, dass x
monoton wéchst. Wegen z(ty) > 0 besitzt also x eine echt positive untere Schranke
und es gilt #(t) = —f(t)z(t) < —f(t)z(ty) fiir alle ¢ > ty. Nun gilt fiir alle T > ¢,
die Abschitzung

T T

' (T) = 2'(T) — 2'(to) + 2'(to) = 2/ (to) +/ 2" (u) du < 2'(tg) — x(to)/ f(u) du,
to to

was fiir T'— oo gegen —oo divergiert, was wiederum z’ > 0 widerspricht.

In beiden Fillen ergibt sich ein Widerspruch, weshalb x(¢y) > 0 nicht moglich ist.

Betrachten wir also z(tp) < 0, nehmen wieder an, dass x keine Nullstelle hat und

unterscheiden die Falle 2/(tg) > 0 und 2/(t9) < 0, so fithrt eine dhnliche Argumen-

tation wieder auf Widerspriiche. Daher ist auch dies unmdoglich. Daher ist unsere
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Annahme, dass x keine Nullstelle hat in jedem Fall falsch und x muss eine Nullstelle
besitzen, die grofler als tq ist. Wir betrachten jetzt die kleinste Nullstelle t,, die
grofler als ¢ ist. Wir haben bereits gezeigt, dass 2'(t2) # 0 ist. Wir wollen nun zei-
gen, dass das Vorzeichen sich vom Vorzeichen von z(ty) unterscheidet. Sei z(ty) > 0.
Angenommen z’(t3) wére ebenso positiv, dann gibt es ein § > 0, sodass 2’ > 0 auf
(ty — 0,19 + &) gilt, weil die Ableitung stetig ist. Damit wére = auf diesem Intervall
strikt monoton wachsend und somit negativ auf (to — 0, ts), weil ¢5 eine Nullstelle
von z ist. Dann muss es nach Bolzanos Nullstellensatz (oder dem Zwischenwertsatz)
ein t3 € (to,t2) geben (wihle ein v € (ty — 0,%2), das grofer als ¢y ist, dann liegt
eine Nullstelle zwischen t5 und v und damit auch im behaupteten Intervall, welches
eine Obermenge ist) was der Minimalitidt von ¢, widerspricht. Also muss z'(t2) < 0
sein. Wieder behandelt man den Fall x(#;) < 0 sehr &hnlich und fiihrt die Annah-
me 2'(t3) < 0 zu einem Widerspruch und schlieft auf z’(¢2) > 0. Damit ist unsere
Behauptung bewiesen und wir kénnen nun die zu zeigende Aussage beweisen.

Wegen z(0) = 1 > 0, gibt es nach unserem Lemma eine positive Nullstelle von z,
in welcher die Ableitung negativ ist. Angenommen es gidbe nur endlich viele Null-
stellen, dann gibt es eine grofite Nullstelle n € (0,00). Fiir ¢ > n ist = entweder
strikt positiv oder strikt negativ, es ist also z(2n) # 0. Nach unserem Lemma
gibt es nun eine Nullstelle von z, die gréfler als 2n und daher auch grofler als n
ist, im Widerspruch zur Maximalitdt von n. Also muss es unendlich viele Null-
stellen geben. Angenommen die Nullstellenmenge hétte einen Hiufungspunkt f,
dann finden wir eine Folge von Nullstellen von z die gegen f konvergiert. Weil
jede reelle Folge eine monotone Teilfolge besitzt, kénnen wir durch Ubergang zu
dieser Teilfolge, die den gleichen Grenzwert hat, von einer monotonen Folge aus-
gehen. Weil die Folge so gewihlt werden kann, dass keines der Folgeglieder mit f
tibereinstimmt (Definition von Haufungspunkten einer Menge), kann die Folge wei-
terhin strikt monoton gewihlt werden. Wir nehmen an, dass die Folge monoton
wéchst, man kann den Fall einer monoton fallenden Teilfolge wieder sehr dhnlich
behandeln. Sei also (¢,)nen eine strikt monoton wachsende Folge von Nullstellen
von z, die gegen [ konvergiert. Angenommen z’(t;) > 0, dann ist x strikt po-
sitiv auf (t1,%3) und Anwendung unseres Lemmas auf s; = % € (t1,ty) zeigt
2'(ty) < 0. Auf (t2,13) ist « dann strikt negativ und unser Lemma liefert wegen
S = % € (ta,t3) wieder 2/(t3) > 0. Induktiv folgt a'(t;) > 0 fiir alle ungeraden
k und 2'(ty) < 0 fir alle geraden k. Weil 2’ stetig ist, folgt durch Betrachtung der
Teilfolgen 0 > nh—>I£lo 2 (tan) = 2'(f) = nh_)rgo @' (tan—1) > 0, also 2/(f) = 0. Gleich-
zeitig ist aber wegen der Stetigkeit von x auch z(f) = hﬁm z(t,) = 0, also hat z

eine Nullstelle mit verschwindender Ableitung, ein Widerspruch zum Anfang des
Beweises. Ist nun 2'(¢;) < 0 kann man das gleiche Argument nochmal fithren oder
stattdessen die Teilfolge (2'(t,41))nen betrachten. Auch in diesem Fall ergibt sich
ein Widerspruch und die Nullstellen von x haufen sich nirgends.

Seien zuletzt y < z zwei benachbarte Nullstellen von z, dann wechselt = auf (y, z)
das Vorzeichen nicht, sonst gidbe es eine Nullstelle zwischen y und z. Also ist x
entweder strikt positiv und daher z”(t) = —f(t)z(t) < 0 also = konkav auf dem
Intervall oder es ist x strikt negativ und «”(¢t) = — f(¢)z(t) > 0 und = damit konvex
zwischen den Nullstellen. Damit ist die Aufgabe gelost. Zusétzlich stellen wir fest,
dass sich die beiden Fille positiv und konkav bzw. negativ und konvex abwechseln.

J.F.B.



