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EsseiQ:=C\[-1,1]=C\{z€ C: -1 <Re(2)< 1, Im(z)= 0}. Beweisen Sie die

folgenden Aussagen.

a) Auf Q existiert keine holomorphe Logarithmusfunktion der Funktion z — f(z) =

2 2
z2—1
d.h. es gibt keine holomorphe Funktion g : Q — C mit eg® = f(z) fiir alle z € Q.
o . . . 2+ 1
b) Auf Q existiert eine holomorphe Logarithmusfunktion der Funktion z — h(z) =1 .
Z —

dh. es gibt eine holomorphe Funktion w : Q@ — C mit e¥(®@ = h(z) fiir alle z € Q.

Zu a)

J J'@)

Da f nullstellenfrei ist, existiert der Quotient —: 2 — C;z — f( )
V4

und definiert eine

holomorphe Funktion. Mit f'(z) = — ————— ergibt sich
( 72 —-1)2

f@ _~2@E-1) -2 2
f(Z)_ (22—1)2 C2-1 z+Di-1)

fiiralle z € Q

Da f nullstellenfrei ist, besitzt f It. VL genau dann einen holomorphen Logarithmus, wenn
/ /(

z)

Ji :£2 — C eine Stammfunktion besitzt. Da Q ein Gebiet ist, miissen wir 1t.VL [ f—dz fiir

, f(2)

geschlossene, stiickweise C1-Wege v: [a, B] — Q in Q untersuchen. Wegen

1) 2z . .
= - gibt es eine holomorphe Fortsetzung
f@) (z+D(Ez-1) ,
Z
h: C>C\{-1,1}; z> — ndda Spur(y) C 2 C C\{ —1, 1} fir
{ } T De—D" pur(y) { }

jeden geschlossenen Weg vy in Q, gilt nach Definition des Kurvenintegrals

J &dz = [ h(z)dz.
4
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Wegen lim | h(z)| = lim |h(z)| = oo .lim(z — DA(z) = — 1 und
z—1 7——1 7—1
lim (z + 1)A(z) = — 1 sind -1 und 1 Pole erster Ordnung von h mit Res(h,1) = -1 = Res(h,-1).
z—>—1

Da fiir jeden geschlossenen Weg y in Q dann Spur(y) N{—1, 1} = Jist, gilt laut

Residuensatz J h@)dz = 2xi (Res(h,1)n(7,1) + Res(h, = )n(r. = 1) ).
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Fiir z.B. 5 [0, 27:] — Q:t — 2e'ist dann J &dz = J h(z)dz = —4ri # 0, also

72 Z) 72

/

hat — keine Stammfunktion auf Q, also hat f keinen holomorphen Logarithmus.

Beachte: y> ist nullhomolog in C\{ — 1, 1}, aber nicht in Q.

Zub) Analog zu a)
Da f nullstellenfrei ist, existiert der Quotient ; Q2 ->Cz—> ) und definiert eine
<
-2i
holomorphe Funktion. Mit 4'(z) = W ergibt sich
Z —
h'(z) —2(z-1) -2 -2

fiir alle z € Q

D) G-+ 2-1 G@+De-1D
2
Z+Diz-1)

Wegen lim | 2(2)| = Tim [g()] = oo lim(z = Dg(@) = = 1 una
i— i—— i—

Somit gibt es eine holomorphe Fortsetzung g: C - C\{ — 1, 1}; z —

lim (z + 1)g(z) = I sind -1 und 1 Pole erster Ordnung von g mit Res(g,1) =-1, Res(g,-1) = 1.

z—>—1

Da fiir jeden geschlossenen Weg y in Q dann SP”’”(?’) N{—1,1} = Bistund [-1, 1] in einer
Zusammenhangskomponente von G:\Spur(y) liegt, d.h. da n(y,1)=n(y,-1) und da y nullhomolog in
C= (C\{ -1,1 }) u{-1,1} ist, gilt laut Residuensatz

[y Z((ZZ)) dz = L g(2)dz = 2mi (Res(h, 1)n(}/, 1) +Res(h, — l)n(}/, — 1)) = 0 i
h/

jeden geschlossenen stiickweisen C!-Weg y in Q. Damit hat n auf Q eine holomorphe

Stammfunktion G: Q — C. Fiir 2 € £2 ist

, h'(z
(h()e™9@) = (K'(z) — h(2)G'(z))e 9@ = <h’(z) - h(z)%)e“;@ =0 4.
<
h(Z)e_G(Z) ist konstant (da Q zusammenhéangend). Weil héz)e_c(z) # 0 fiir alle z € £2 , lasst
sich diese Konstante in der Form et schreiben und /2(2)e” @ = ¢t ergibt aufgelost
h(z) =e G(Z)+§. Da G holomorph ist, ist mit G+& ein holomorpher Logarithmus von h gefunden.



