H17T2A3
a) Formulieren Sie die Kettenregel fiir Funktionen mehrerer Verdnderlicher.
b) Von einer beliebig oft differenzierbaren Funktion f: R* — R sei bekannt:

f(0,0) =0; 0,f(0,0) =1; 9,f(0,0) = 2. Hierbei bezeichnet 9; den partiellen
Ableitungsoperator nach der j—ten Koordinate. Auch sei eine weitere Funktion g wie folgt gegeben:
gR-oR;t- gt) = f(f(t, t), f(—t, t)). Berechnen Sie den Wert der Ableitung g'(0).

c¢) Bestimmen Sie den Wertebereich W(f) der Funktion

3 -1 1\ /x
iR > R;(x,y,2) - (x,y,2) (—1 1 O) <y>
1 0 1/ ‘\z

Zu a)

Seien die Mengen U € R4,V € R™ offen und die Funktionen f: U - R™, g:V —» R"
differenzierbar mit f(U) € V € R™.

Dann ist g o f: U — R™ differenzierbar und fiir jedes a € U gilt d(g o f)(a) = 6(g)(f(a)) °
d(f)(a); diese drei sind stetige lineare Abbildungen.

Fiir die Jacobimatrizen gilt: /(g o f)(a) = ](g)(f(a)) * J(f)(a).

Zub)

Mit hy: R = R%t - (t,t) und hy: R = R?;t — (¢, —t) gilt: g(t) = f (f(hl(t)),f(hz(t))). Als

lineare Abbildungen sind h; und h; beliebig oft differenzierbar. Laut Kettenregel sind damit auch
f o hy und f o h, beliebig oft stetig differenzierbar. Die Abbildung j: R - R?;t —

( f (hl (t)), f (hz (t))) ist (als Abbildung mit Werten in einem Produkt) stetig 1t. VL mit (9j)(t) =
(2(£ (1)), 2 (f(h())) - R > R und j(0) = (0, 0.

Laut Kettenregel ist @ (£ (h () ) = 9(/)(hy (1)) » 8(hy)(£) = 3(f)(hy (1)) o hy also
(feh)(®) : R>R;y - d(f)(hy (1)) o hy(y) = (grad(H)(h, (D), O, ¥)) = 3, f(t, Dy +
d,f (t,t)y und analog

I(f e h)(t) : R=> R;y = (f)(ha(t)) o hy(y) = 01 (t, —t)y + 0, f (t, =) (=y).

Laut Kettenregel folgt aus g(t) = f(j(t)), dass (dg)(t) = (af)(j(t)) o (9j)(t). Einsetzen von
t = 0gibt g'(0) = (99)(®) = (3/)(j(0)) = (3))(0) = (3f)(0,0) e (3))(0): R = R; y - g'(0)(y)
, (a1f(0;0) + azf(o;o))Y>
=((0 , o (0 = d ,U),
((01)(0,0) 2 (9/)(0))(¥) = {grad(f)(0,0) <(01 0,0) = 0,1 (0.0))y

01£(0,0)(8,1(0,0) + 9,1 (0,0))y + 9,£(0,0)(8,£(0,0) — 0,£(0,0))y = 1(1 + 2)y +
2(1 —2)y = y.Somitaus folgt g'(0) : R -»> R;y — g'(0)(y) = y,dass g’'(0) = 1.



Zuc)

3 -1 1 3—-1 -1 1
A= (—1 1 0) ist selbstadjungiert und det(4 — AE;3) = det( -1 1-2 0 ) =

1 0 1 1 0 1-41
B-DA-V?2-1-D-1-D=0-D(B-DA-D-2)=1-DA-41+1) =

1- A)(Z -3 - A)(Z ++/3— l). Daher hat R? eine Orhthonormalbasis (v4, v,, v3) bestehend
aus den Eigenvektoen zu den Eigenwerten A, = 1,1, = 2 —+/3,1; = 2 ++/3, alle > 0.
Schreibe x = ¢;v; + ¢,v, + c3V3; ¢; € R. Dannist (x, Ax) = (¢, v; + c,v, + c3v5, 1lcyvy +

2 —V3)cavy + (2 +V3)c3vs) = (%) = c2(vy, v1) + (2 = V3) vy, v5) + (2 + V3) e (wy, v3) =
(*) =c2+(2=+V3)cZ+ (2 ++3)cZ = 0. Also ist f(R®) = [0; 0] .

0firk =1
) (v, vp) = { 1 ;3: k=1 da die v; eine Orthonormalbasis bilden, also senkrecht aufeinander

stehen und Léange 1 haben.



