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a) Dezimalziffern einer rationalen Zahl ¢ € [0, 1[: Gegeben seien zwei Zahlen
a € Ng und b € N mit a < b. Die Folgen (r;,)nen, und (2,)neny werden wie
folgt rekursiv definiert:

107,
b

ro = Q, Zpi1 = L J, Tpa1 := 10r, —bzy1, n €Ny

Hierbei bezeichnet |z]| := max{k € Z|k < x} den ganzzahligen Anteil von
x € N. Beweise mit vollstindiger Induktion, dass fiir alle n € Ny gilt:
0<r,<b r, €Ny, 2,11 €{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} und

O _ N~ T
b_;10k+10”b

b) Beweise
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indem explizit die Definition der Konvergenz reeller Folgen nachgepriift wird.

c) Zeige:
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Zu a):

Behauptung: Fiir alle n € Ng gilt 0 < r, < b, 7, € Ny und
0N~ T
b= 2108 T 107

Falls zudem n > 0, so gilt auch z, € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.




Beweis durch vollstindige Induktion:

Induktionsanfang: n =0:0 <1y =a < bund ry = a € Ny sind gegeben. Es folgt:

denn die Summe iiber k hat hier keinen Summanden, also den Wert 0.
Induktionsschritt n — n + 1: Aus der Induktionsvoraussetzung folgt:
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und daher auch

10/, 10,
rJg ™ 10 (1)

0 201 = L b b

Wegen z,,1 € Z folgt hieraus z,4; € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Aus (1) und b > 0
schliefflen wir

bzpt1 < 1071, (2)

und damit
Tyl = 107, — bz, 41 > 0. (3)

Nach der Induktionsvoraussetzung gilt r, € Z. Mit b, 2,1 € Z erhalten wir
hieraus auch 7,4, € Z. Wir formen die Gleichung (3) um in

Tn _ Zn+1 Tn+1
107p 1071 107+’

Mit der Induktionsvoraussetzung schlieffen wir hieraus

n n n+1
a o i Tn _ ﬁ Zn+1 Tn+1 _ i Tn+1
b ; 10k * 107b ; 10k * 107+t + 10n+1p ; 10k + 107 +1p”

Damit sind alle Teile der Induktionsbehauptung fiir n+1 gezeigt.



Zu b):
Zu zeigen ist:
1
Ve > 03dng € NVn € Ng : <n2no:>‘m—0‘ <e>
Hierzu sei € > 0 gegeben. Mit dem archimedischen Axiom wihlen wir ein ng € N

mit ng > % Nun sei n € Ny mit n > ng gegeben. Es folgt aus der Bernoullischen
Ungleichung

1
(1+9)"=10">14+9In>n>ny>—
€

und daher die Behauptung:

Zu c):
7 zeigen ist
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Hierzu sei € > 0 gegeben. Mit Teilaufgabe b) wihlen wir ein ng € N, sodass fiir
alle n € N mit n > 0 gilt: 107 < e. Nun sei n € Ny mit n > ny gegeben. Aus

Teilaufgabe a) wissen wir

0N~ T
b Z 106 107
k=1
wobei 0 < r, < b. Es folgt
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was zu zeigen war.



