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Gegeben sei das Anfangswertproblem

2
x' = x(0) = ¢, wobei c>0 ein positiver Parameter ist. (1)

1+ 72’

a) Man zeige: Ist I ein offenes Intervall mit 0 € [und ist @ : I — R eine Lsung des

gegebenen Anfangswertproblems, so hat ¢ keine Nullstelle.
b) Man finde ein offenes Intervall I mit 0 € I und eine Losung @, :1 = R..

¢) Man setze ¢ ¢ zu einer maximalen Losung @ _: ]t ~(c); t1(c)[ — R fort. Wie lauten die
Entweichzeiten ~(¢) und 7(c) und wie verhilt sich ¢ firt —> ¢ “(¢)und t — t7(c)?

Zu a)

X
Wegen 1 + 2> 1VreR istf: R? 5> R; (¢, x) — o g2 eine wohldefinierte stetig
+ 7

differenzierbare Funktion. Nach dem globalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz hat fiir jedes
(T, 5) € R? das Anfangswertproblem x” = f(t, x), x(7) = & eine eindeutig definierte
maximale Losung /1(7,5):](7,5) — R.Speziell fir § = 0ist R > R, # — 0 Losung von
2

X' =f(t,x) =

/ 1+ 12
(,,richtiges* Randverhalten fiir max. Lsg.), ist es die maximale Losung /1(1’0). Fiir ¢>0 sind die
Graphen F<ﬁ(0,6)> == { (t, A’(O,C)(t)> it e I(O,C)} und F(/’l(o’o)) - {(t, O): t e R} dls_]unkt -

da z.B. fiir =0 die Lésungen verschieden sind. Da jede Losung ¢ : I — R eine Einschrinkung von

; X(7) = 0 und da diese Losung auf R existiert

/1(0’ o) ist, hat auch ¢ keine Nullstelle.

Zub)

Mit Trennen der Variablen

¢ 1 ~1 |
[ —dx = — |<vc(t) — [ ———ds = arctan(s) |6, also
o 1+s2
-1 -1 1
— — = arctan(?) — arctan(0), also ¢ (1) = (ist fiir t=0 definiert.)
o) ¢ — — arctan(?)

Wegen arctan(0)=0 ist dies in einer Umgebung von 0 definiert und zwar

I = 1
i) Fiir — > —ist — — arctan(¢) > O fiir alle t € R, also ist
c 2 c
¢..R—->R;t— wohldefiniert und wegen

- arctan(?)



7 (2.0)?
@' (1) = L+! =——° , ¢(0) = c eine Losung von (1). Da ¢

(% — arctan(t))2 I+

schon auf R definiert ist, also das Randverhalten einer maximalen Losung hat, gilt

Pe = 40,0y
1 =« 1 1
ii) Fir 0 < — < — hat — — arctan(¢) nur eine Nullstelle bei = tan{ — | > 0, also
c 2 c c
1
ist @, ]—oojtan(—)[ = R;7 — wohldefiniert, p.(0)=c und
¢ - - arctan(?)
-1
- @.(1))? 1
go'c(t) = L+ = < c ) fiirt € | — oo; tan(—)[, somit eine
C

<% — arctan(t)>2 1+

Losung von (1)

Da lim1 @.(t) = o0 und da die untere Intervallgrenze -00 ist, gilt gc = A(.¢), denn
t—tan(+)

¢c hat das Randverhalten einer maximalen Losung und ist als Losung von (1) somit die
gesuchte maximale Losung.

Zuc)

Wir haben in b) die maximalen Losungen gefunden:

1 =
i) Fir — > — ist dies @C = /1(0’6): R->R;?t— , also
c 2 - arctan(?)
t(¢) = — o0, t7(c) = cound lim @c(t) = bzw.
e *t2
1 .. 1 T
L T fire >3
limg () =4 ¢ °
=00 .o 1 _ z
oo fiir =3
1 =
ii) Fir 0 < — < — ist dies
c
~ 1 1
¢, = /1(0,c):] —oojtan| — |[ o R; t —» , also
¢ == arctan(?)



1 .
t7(c)=—o00, tT(c) = tan(—) und lim @ (¢) =

1 bzw.
C f—>—00 -+ z
¢

2
lim @ (1) = co.

t—»tan(%)



