H17T1A3

Gegeben sei das ebene autonome System

o' =2y + 3y =: f(z,y)

y = —ay’ - 3z =: g(x,y)
Man zeige:
a) Der Nullpunkt ist die einzige Ruhelage des Systems.

b) Das System ist ein Hamiltonsches System, d.h. es existiert eine stetig diffe-
renzierbare Funktion A : R? — R mit %—f = —¢g und %—I; = f.

¢) H ist konstant auf den Losungen des Systems. Das heifit fiir jede Losung ¢
gilt H o ¢ = const.

d) Jede Losung ¢ ist beschriankt.
e) Jede maximale (d.h. nicht fortsetzbare) Losung ¢ ist auf ganz R definiert.

f) Die Nulllsung ist stabil, aber nicht attraktiv.

Zu a):

Es sei (z,9) € R Dann gilt die folgende Kette von Aquivalenzen:

(x,y) ist eine Ruhelage des Systems
< f(z,y) =0=g(z,y)
S y(®+3)=0=—z(y*+ 3)
& (y =0 oder 22 = —3) und (z = 0 oder y? = —3)
Sy=0und xz =0
& (2,y) = (0,0)

was zu zeigen war. Wir haben hier verwendet, dass fiir alle reellen Zahlen r gilt:
r? # —3.



Zu b):

Wir definieren H(z,y) = 12°y* + 2(2? + ) fiir (z,y) € R? Fiir solche (z,y)
folgt dann die Behauptung so !:

OH

5y By = zy® + 3z = —g(z,y)
OH
a—y(w,y) =2’y + 3y = f(z,y)

Zu c):?

Wir gehen davon aus, dass das in Teil (b) gefundene H gemeint ist. Nach der
Kettenregel gilt fiir ¢ € R mit der Bezeichnung ¢(t) = (z(t), y(t)):

d

SH o p(t) = DH(p(t) - /(1) = (DiH(x(t), y(t)
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Weil diese Ableitung verschwindet, ist H o ¢ konstant.

Alternative:

zzg.: H o p = const. < (H o) =0 mit ¢ := (x;) Losung des Systems
©

3 3 1
(Hoyp) = i(xi)’ + §(y3,)’ + 5(:53,3439)’ = 31,2, + 3y, + Ty (T + ToY,) =
3x¢(xiy¢, +3y,) +3y<ﬁ(_x90yg20 —3zy) + Ty, (ycp(xfoyw +3Y) —l—x(p(—x@yi —3z,)) =

39327,% +97,y, — 3x¢y$’, — 97,y + :E?Dyf; + 3:1690@/5’, — xi’,yi — 3a:i’,y¢ =0

Zu d):

Es sei ¢ :]a, b[— R? eine Losung. Wir beobachten zunéichst

3 3
H(z,y) = S +3) = Sl )l

fiir alle (z,y) € R?, so dass fiir alle ¢ € R das Niveaugebilde

N.:={(z,y) € R*|H(z,y) = c} € {(z,y) € R?||(z,y)]3 < ;c}

1Jede andere Funktion H : R — R mit dem gleichen Gradienten unterscheidet sich von H
nur um eine Konstante, weil der Gradient von H — H verschwindet.

2H ist in der Aufgabenstellung nicht eindeutig gegeben, sondern nur bis auf eine Konstante
bestimmt. Insofern ist die Aufgabe nicht ganz prizise formuliert.



beschrankt ist. Mit ¢) wissen wir:

{(p(t)|t G]a’ b[} - NH(SO(tO))

fiir jedes ty €|a, b; also ist ¢ ebenfalls beschrénkt.
Alternative:

Da (H o p) = const. = 3(22) + 3(y2) + 5(22y2) = 1, mit ¢; € R
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2 201 — 392

;L' =
7 (3442)
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y% 201—3yi20:>y3,§—01
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also y, € [—%cl, %cl] fiir c; € RT

analog gilt auch 3y2(3 +22) = c; — 322
2c; — 32 9
2 %2 2 2
Sl = e 9 32 > 0= 0l < o
L xi) ¢ ¥ =3

also z, € [—%cl, %cl] fiir c; € RT

== (:%) ist beschrankt.

Yo



Zu e):

Es sei ¢ :]a,b[— R? eine maximale Losung. Wir verwenden den folgenden Satz
iiber das Randverhalten mazimaler Lésungen:® Es sei ¢ :]a, b[— U eine maximale
Losung eines n-dimensionalen autonomen Systems x’=F(x), wobei n € N,a <
b,U C R" lokal Lipschitz-stetig sei. Dann gilt:

e Ist b < oo, so gilt fiir jede kompakte Menge K C U und alle s €]a, bl:
{eWls<t<b} ¢ K

e Analog: Ist a > —o0, so gilt fiir jede kompakte Menge K C U und alle
s €a, bl:
{p)la<t<s} ¢ K

Zuriick zu unserem Fall: Weil ¢ nach Teil d) beschriankt ist, ist ihr Wertebereich
{@(t)|t €]a,b[} in einer kompakten Kreisscheibe K enthalten. Nach dem Satz von
eben folgt: a = —oco und b = oo, also die Behauptung.

Zu f):*
Zum Nachweis der Stabilitét sei € > 0 gegeben. Aufgrund der Stetigkeit von H (H
ist ein Polynom) und wegen H(0,0) = 0 kénnen wir 6 > 0 so klein wéhlen, dass

fiir alle (z,y) € R? mit [|(z,y)|l2 < 6 gilt: H(z,y) < 26 Fiir alle solchen (x,y)
und die maximale Losung ¢ : R — R? mit ¢(0) = (x,y) folgt mit Teilaufgabe d):

H(p(0))}

[GVRIN )

{o(t)|t € R} C Ny € {(2,9) € R*|[(z,»)]5 <

C lbrace(z,y) € R2|||(=’177y)||2 < ¢}

wie zu zeigen war. Zum Nachweis der Nichtattraktivitit sei € > 0 gegeben. Wir
nehmen irgendeine maximale Losung ¢ : R — R? mit 0 < [|¢(0)]|2 < € eine
solche existiert nach dem Existenzsatz fiir maximale Losungen, weil die rechte
Seite des Systems lokal Lipschitz-stetig ist, und sie ist auf ganz R definiert wegen
Teilaufgabe e). Dann gilt H(¢(t)) = H(p(0)) - 0 fir t — oo wegen H(p(0)) >
211¢(0)]|3 > 0, also auch ¢(t) - (0,0) fiir ¢ — oo wegen der Stetigkeit von H.

3Es gibt auch stiirkere Varianten als die hier zitierte: Hier wird (unter Voraussetzungen) nur
behauptet, dass die (einseitige) maximale Losung nicht ganz in einem Kompaktum verlduft,
nicht jedoch, dass sie schliellich irgendwann nicht mehr dorthin zuriickkehrt. Fiir unsere Zwecke
geniigt diese schwache Variante.

4 Erinnerung: Eine Ruhelage x heifit stabil (fiir t — 00), wenn es fiir alle € > 0 ein § > 0 gibt,
so dass fiir alle Losungen ¢ :]0, oo[— R? mit [|p(0) —x||2 < § und alle ¢ > 0 gilt: |[p(t) —z||2 < e.
Die Ruhelage x heifit attraktiv (fiir t — o), wenn es ein § > 0 gibt, so dass fiir alle Lésungen
¢ : [0, 00[— R? mit ||p(t) — z|2 < J gilt:
varphi(t) — x fir t — oo



